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Durée : 1 heure 30
Janvier 2011
Consignes

— Cet examen se déroule sans document et sans calculatrice.

— Répondez sur le sujet dans les cadres prévus a cet effet.

— Il'y a 5 pages d’énoncé, et une page d’annexe.

Rappelez votre nom en haut de chaque feuille au cas ot elles se mélangeraient.

— Ne donnez pas trop de détails. Lorsqu’on vous demande des algorithmes, on se moque des points-
virgules de fin de commande etc. Ecrivez simplement et lisiblement. Des spécifications claires et
implémentables sont préférées a du code C ou C++ verbeux.

— Le bareme est indicatif et correspond a une note sur 25.

1 Dénombrement (2 pts)

for (int 1 = 0; i1 <= N; 1 += 2)
for (int j = 1i; 3 > 0; —--73)

puts ("x");

Combien de fois le programme ci-dessus affiche-t-il "x" ? Donnez votre réponse en fonction de N en
distinguant le cas ot N est pair de celui ott N est impair.

Réponse :




2 Ordres de grandeur (2 pts)

Lesquelles de ces affirmations sont vraies ?
O (vn)" € O(nV") O (Vn)" € Q(nv") O nV" e O((vn)") O log,(n!) € O(nlogn)
O nV" € O((v/n)") O nV" e Q((v/n)") 0 log,(n!) € ®(nlnn) O log,(n!) € Q(n")

3 File de Priorité a double entrée (6 pts)

Une file de priorité a double entrée est un type de données abstrait représentant un ensemble de valeurs
supportant les opérations suivantes :

— x < FINDMAX(S) retourne la valeur maximale de S

DELETEMAX(S) retire la valeur maximale de S (cela inclut la recherche de cette valeur)

x <— FINDMIN(S) retourne la valeur minimale S

DELETEMIN(S) retire la valeur minimale de S (cela inclut la recherche de cette valeur)

INSERT(S,x) insere la valeur x dans S

Une telle interface peut étre implémentée sur plusieurs structures de données. Indiquez la complexité
de ces cinq opérations sur chacune des structures de donnéees proposées dans le tableau suivant. Uti-
lisez les notations © et O de fagon précise, et en fonction du nombre n d’éléments présents dans la file
de priorité.

FINDMAX | DELETEMAX| FINDMIN DELETEMIN | INSERT

Un tableau non trié

Un tableau circulaire trié
(valeurs croissantes)

Une liste simplement chainée
triée (valeurs croissantes) sans
pointeur sur la queue

Une liste doublement chainée,
circulaire et triée

Un tas “max” (c’est-a-dire
dont chaque nceud est plus
grand que ses fils)

Un tas “min” (c’est-a-dire dont
chaque nceud est plus petit
que ses fils)

Un tas “min” et un tas “max”
maintenus en paralléle (inser-
tion et suppression des valeurs
se font dans les deux tas)

Une arbre rouge et noir
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4 Tas Min-Max (10 pts)

Un Tas Min-Max est une structure de donnée hybride entre le Tas Min et le Tus Max. Plus précisément,
il s’agit d"un arbre binaire parfait dans lequel :

— les nceuds a un niveau pair sont plus petits que leurs descendants (directs ou indirects), et

— les nceuds a un niveau impair sont plus grands que leurs descendants (directs ou indirects).

Voici un exemple de tas min-max :

niveau 0 (min)
niveau 1 (max)
niveau 2 (min)
niveau 3 (max)

niveau 4 (min)

Constatez que la racine posséde forcément la valeur minimale du tas, et que la valeur maximale est
forcément 1'un des deux fils de la racine (ou la racine elle-méme si elle n’a pas de fils).
L’arbre étant parfait, il sera représenté et manipulé sous la forme d’un tableau :
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
5165(80(25|37| 8 |15|57|36 (45|59 (20|14 |42 18|28 (30|34 (27|39

Les fils du nceud d’indice i se trouvent aux positions LEFTCHILD(i) = 2i et RIGHTCHILD(i) = 2i + 1
lorsqu’elles existent. Le pere est & la position PARENT(i) = |i/2] si elle existe.

1. (2 pts) Ecrivez une fonction ISONMINLEVEL(A,i) qui décide en temps constant si I'indice i cor-
respond a un nceud se trouvant sur un niveau pair (ou niveau “min”) du tas min-max représenté
par le tableau A. Les indices dans A commencent a 1 et vous pouvez supposer que le calcul d'un
logarithme se fait un temps constant.

Réponse :

Les algorithmes sur les tas min-max sont similaires aux algorithmes sur les tas max vus en cours.

La procédure HEAPIFY(A,i), prend un nceud d’indice i dont les deux sous-arbres vérifient la propriété
de tas, et fait redescendre la valeur A[i] dans I'un des sous-arbres afin que la propriété du tas soit
vérifiée a partir de 1'indice i. Dans le cas des tas min-max, cette procédure est obligée de distinguer
entre les niveaux min et les niveaux max comme suit :
HEAPIFY(A,i)
if ISONMINLEVEL(A,i)
then HEAPIFYMIN(A,i)
else HEAPIFYMAX(A,i)
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HEAPIFYMIN(A,Q)
if A[i] has children then
m < index of the smallest of the children and grandchildren (if any) of A[i]
if A[m] < Ali] then
Alm] < Alil
if A[m] is a grandchild of A[i] then
if A[m| > A[PARENT(m)] then A[m] <> A[PARENT(m)]
HEAPIFYMIN(A,m)

La procédure HEAPIFYMAX est identique a HEAPIFYMIN en changeant le sens des comparaisons et en
définissant m comme l'indice du plus grand des fils et petits-fils.

2. (2 pts) Donnez la complexité en pire cas de HEAPIFY en fonction du nombre 1 de valeurs conte-
nues dans A. Justifiez votre réponse.
Réponse :

Supprimer la plus petite valeur (la racine) ou la plus grande valeur (l'un de ses fils s’ils existent) d"un
tas min-max se fait comme sur les tas classiques en remplagant cette valeur par la derniere du tableau
(dont on réduit la taille de 1) et en appelant HEAPIFY sur le noeud dont la valeur vient d’étre modifiée.

3. (3 pts) Ecrivez la procédure DELETEMAX(A) qui supprime la valeur maximale du tas min-max re-
présenté par le tableau A. Vous pouvez supposer que le tableau possede un champ A.size donnant
sa taille, et que cette procédure n’est jamais appelée sur un tableau vide.

Réponse :
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4. (1 pt) Quelle est la complexité de la procédure précédente en fonction de la taille n du tableau A ?
(Vous pouvez exprimer cette complexité en fonction de la complexité H(n) de HEAPIFY si vous
n’avez pas répondu a la question[2])

Réponse :

5. (2 pts) Donnez le contenu du tableau A de I’exemple apres deux appels a DELETEMAX(A).
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Nous ne traitons pas l'insertion dans cet examen, mais la procédure est semblable a celle d'un tas
classique : on ajoute en feuille puis on fait remonter la valeur pour respecter les contraintes.

5 Diviser pour régner (5 pts)

Soit un gros probleme de taille 11, assez compliqué pour que vous n’ayez pas envie d’en connaitre les
détails. Pour résoudre ce probléme, on vous propose trois algorithmes :

L'algorithme A résout le probleme en le divisant en 5 sous-problemes de taille /2, en résolvant ces
cinq sous problémes récursivement, puis en combinant les solutions en temps linéaire.

L'algorithme B résout le probléeme en résolvant récursivement deux probleme de taille n — 1 puis en
combinant leurs solutions en temps constant.

L'algorithme C résout le probleme en le divisant en 9 sous-probléemes de taille 71/3, en résolvant ces
neuf sous-problémes récursivement, puis en combinant les solutions en @(n?).

Dans les trois cas, le découpage du probléme en sous-problemes se fait en temps constant.
Calculez la complexité de chacun de ces algorithmes.

Réponse :
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Notations asymptotiques 3 ( Tas
O(g(n)) = {f(n) | Ic € R*, 3np € N, ¥n > ng, 0 < F(n) < cg(n)} Un tas est un arbre parfait partiellement ordonné : I'étiquette d’un noeud est supérieure a celles de ses fils.
Q(g(n)) = {f(n) | Ic e R, Ing € N, Vn > 1y, 0 < cg(n) < f(n)} Dans les opérations qui suivent les
O(g(n)) = {f(n) | 31 € R™, Ic € R™, Ing € N, Vi > no, 0 < c1(n) < f(n) < cag(n)} arbres parfaits sont plus efficacement @
; F(n) ) € O ) o - représentés par des tableaux.
im 5 =00 > g(n) € n)) et f(n) € O(g(n)) f(n) € O(g(n)) < g(n) € Q
n— \M:w (n) (8(m)) 8(n) (F(m) Insertion : ajouter 1'élément a e @ e
" g
lim 0 = f(n) € Ole(m)) et ¢(n) €O f(n) € Q(g(n)) fin du tas, I’échanger avec son
e g(n) f(n) (g(n)) et g(n) O(f(n)) f(n) € O(g(n)) 2(n) € Q(f(n)) pere tant qu’il lui est inférieur ° e e ° e @ e e
:ﬁd ‘MMMW CceR™ e f(n) € O(g(n) Aﬂm: wmaommww Mv@.m la racine).
© insert =
Ordres de WH.QHAQ@CH.M Théoreme mmHﬂmHmi Suppression de la racine :
la remplacer par le dernier
constante | (1) Soit & résoudre T(n) = aT(n/b) + f(n) aveca>1, b >1 neeud ; I'échanger avec
Josarithmi &l . son plus grand fils
g o Hﬁﬁm A OWN\D ) —Si \.T\D _ OA:_omvm\mv pour un ¢ > 0, alors T(n) = @Tiomvmv. tant que celui-ci
polylogarith. |@((logn)?) ¢ >1 |- Si f(n) = ©(n'*8:"), alors T(n) = @(n'%:“logn). est plus grand.
e(vn) - Si f(n) = Q(n'°& ) pour un e > 0, et si af(n/b) < cf(n) pour Trem = O(log n) eee
linéaire | ©(n) un ¢ < 1 et tous les n suffisamment grands, alors T(n) = @(f(n)). e
O(nlogn) (Note : il est possible de n’étre dans aucun de ces trois cas.) Construction : interpréter /
quadratique | ©(n?) Arbres W:Mw._mmw noggm\ﬁcwmmm - ,
rect) puis retablir J10h
O(n°) c>2 'ordre en partant des 0
exponentielle | ©(c") c>1 neeuds internes (ni) feuilles (vues comme /7 ° N
\ m Q Q 1 1 1
factorielle | ©(n!) hauteur de l'arbre () Tuao ondeur de x des tas corrects). HN ,ym\ @‘ @ e ° ‘ e °
o(n") (noeuds n = ni + f) feuilles (f) Touila = ©(n) @@@ @@ @@
Identités utiles Pour tout arbre binaire : A :
., n(n 1) n<2M—1 h > [log,(n+1) —1] = |log,n] sin >0 Les A . rbres HNOCmm et Noir
Y k= F<oh 1> [log, £ i f >0 es WZ sont des arbres binaires de recherche dans lesquels : (1) un nceud est E ou E (2) racine
= 2 . . = 2 et feuilles (NIL) sont noires, (3) les fils d’un nceud rouge sont noi t (4 les chemi i
f = ni+1(si I'arbre est complet = les nceud internes ont tous 2 fils) a feuill i 5 pro et (4) tous Jes chemins reliant uf neeud
W o P ) ) e S a s:m. \mﬁ\c .m (de .mmm descendants) contiennent le méme nombre de nceuds noirs (= la hauteur noire). Ces
L =1 six £ _mwbmASU‘ M%EH_MEEE MAE_:M& une feuille est soit a la profondeur propriétés interdisent un trop fort déséquilibre de I’arbre, sa hauteur reste en ©(logn).
og,(n —1] soit a d —1] = i . insé
WU . X e b Mw S A Comw :Ja,o ondeur [log,(n+1) —1] = [log, n]. memw:om_ d :ﬂm <w_m_: ¢ insérer _m. :owcm m:,\mn la couleur rouge a la position qu’il aurait dans un arbre
P 1= ijx| < Un arbre parfait (= no_Bw let, equilibre, avec toutes les feuilles di inaire de recherche classique, puis, si le pére est rouge, considérer les trois cas suivants dans 1’ordre.
I x dernier niveau a gauche) étiqueté peut étre représenté par un tableau Cas 1: Le pere et l'oncle du nceud (Dans tous ces cas
M kxk = (= si |x] <1 a Les indi  relic - considéré sont tous les deux rouges. les lettres grec :m%
=0 2R e~ €s 5, 1ces sont relies par : Répéter cette transformation & par- H.mwammbwmwﬂ QMm
WU 1 — 0(logn) \W/ \m _ a _ @Q_ f _ _ _ Pere(y) = y/2] tir du grand-pere si l’arriére grand- sous-arbres avec
Ek g o d f 12345678 FilsG(y) =y x 2 peére est aussi rouge. la méme hauteur
- Amv: rofl m:mU@v.H. Q\x 2+1 Cas 2:: Si le pere est rouge, I'oncle ¢ noire)
B p Wmmu_umwm de HVHOU abilités noir, et que le nceud courant n’est
Définitions diverses Espérance d’une variable aléatoire X : C’est sa valeur WM*MMMMmmeMmWMwmwmamsmm.%w%n une
aligner fils, pere, . . .
La complexité d'un probleme est celle de I'algo- attendue, ou moyenne. E[X] = Mwlx =x} et grand-pere. P rotation rotation + inv. coul. B et C
rithme le plus efficace pour le résoudre. Variance : Var[X] = E[(X — E[X])?] = E[X?] — E[X] Cas 3 : Si le pere est rouge, l'oncle (a2 (cas 3) 7
Un ﬁw“ﬂ”—hﬁmﬁwmwmgm l'ordre M&w_zm de &mcx Loi binomiale : On lance n ballons dans  paniers. noir, mw que _,m neeud courant est - ’ . ’
.mmmCx.A.wﬁ sens de la w&wﬂos de Les chutes dans les paniers sont équiprobables dans I'axe pére-grand-pére, un ro-
comparaison utilisée pour le tri). — tation et i i “ @ 7
) (p = 1/r). On note X; le nombre de ballons dans iton €t une inversion de couleurs
Un tri en place utilise une mémoire temporaire le panier i. On a Pr{X; = k} = Ckpk(1 — p)**. On rétablissent les propriétés des ARN.
\_ de taille constante (indépendante de n). ) peut montrer E[X;] = np et Var[X; _ =np(l-p). ) P # F LA
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