
Proposition de correction du Contrôle TD 1

Question de cours
Soit (un) une suite réelle strictement positive telle que
n
√
un −→

n→+∞
l où l ∈ R+ ∪ {+∞}

Alors l < 1 =⇒ ∑(un) converge
l > 1 =⇒ ∑(un) diverge

Exercice 1

Question 1
On a:

f(x) = ln (1 + sin (x))
= ln

(
1 + x+ o(x2)

)
= x− x2

2 + o(x2)

Question 2
On a:

un = ln
(

1 + sin
( 1
n

))
− 1
n

= 1
n
− 1

2n2 + o
( 1
n2

)
− 1
n

car 1
n
−→

n→+∞
0

= − 1
2n2 + o

( 1
n2

)

Ainsi on a un ∼+∞ −
1

2n2

un < 0 donc les théorèmes s’appliquent∑(un) et ∑(− 1
2n2 ) sont de même nature

Or ∑(− 1
2n2 ) converge (Riemann avec α = 2 > 1)

Ccl: ∑(un) converge
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Exercice 2
Soit (un) une suite réelle positive telle que : un = (2n)!

(n!)3 > 0

Ainsi on a :

un+1

un

= (2n+ 2)!
((n+ 1)!)3 ·

(n!)3

(2n!)

= (2n+ 1) (2n+ 2)
(n+ 1)3

= 2 (2n+ 1)
(n+ 1)2

un+1
un
∼

+∞
2·2n
n2 = 4

n
=⇒ lim un+1

un
= 0 (< 1)

Ainsi, par d’Alembert, ∑un converge

Exercice 3

Question 1
Posons an = 1√

n
,∀n ∈ N∗

La suite (an) est décroissante car la fonction x 7→
√
x est croissante

Ainsi an −→
n→+∞

0

Par le CSSA, ∑ (−1)n
√

n
converge

Question 2
On pose un = vn + wn avec vn = (−1)n

√
n

et wn = 1
n

+ o
(

1
n

)
∑
vn converge d’après la question 1

wn ∼+∞
1
n

Ainsi wn > 0

Or ∑ 1
n

diverge d’où ∑wn diverge

Ccl: ∑un diverge
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