Mathématiques S3 2024
CORRIGE DE 'EXAMEN B5/ASN — Octobre 2024 EpiTA

Examen B5/ASN : corrigé

Exercice 1 (9 points)

. , . L, sin(n .
1. Déterminer la nature de la série de terme général wu, = (2 ) Justifier proprement.
n
sin(n 1
Pour tout n € N*| |u,| = # <=
n n

1 -
Or }_ — converge, donc ) |u,| converge. Ainsi, ) u, converge absolument donc converge.
n

3
2. Déterminer la nature de la série de terme général wu, = 7322) . Justifier proprement.
Appli la reégle de Cauchy : @ _n3/n0 3/n _ 3 ) 0_1 In(n) 0
ppliquons la régle de Cauchy : /u, = g+ Or n?/" =exp (2 1n(n) oo e =lear—— ———0

1
Donc /u,, ~ 3 P 0. Comme 0 < 1, > u, converge d’aprés la régle de Cauchy.
" n—+4oo
(=1)"n

3. Déterminer la nature de la série de terme général — u,, = ————. Justifier proprement.
e
Appliquons la régle de d’Alembert & Y |u,|, qui est une série & termes strictement positifs.

[uni1] n+1 e n+l en 1

[t | entl " p o n entl e
1

n—+oo

1
Donc lim [tn 1] = -
n—-+oo |un| e

< 1let > |uy| converge d’aprés la régle de d’Alembert.

Ainsi, > u,, converge absolument donc converge.

Exercice 2 (6 points)
In(n)

na

Soit o € R. Le but de l'exercice est de déterminer la nature de ) en fonction de la valeur de a.

1 1
1. Montrer que pour tout 8 < «, n(n) =0 <>

nOt

Pour tout 8 < a, on a :

In(n 1
d’aprés les croissances comparées, car o — 8 > 0. Donc % =0 <>
n

nh
s ) In(n)
2. En déduire que si o > 1, > converge.
nOé
. 1+«
Si > 1, prenons pour § une valeur quelconque dans |1, af, par exemple 3 = — On a alors :

In(n) < 1 > car 3 <
=o| — « n
ne nb 1 (n)
1 - E e converge

> —5 converge  car > 1
n
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In(n)

na

3. Supposons maintenant que « < 1. Quelle est alors la nature de > ?

Dans ce cas, pour tout n > e, In(n) > 1 — —=

1 |
Or >° — diverge, donc In(n) diverge elle aussi.
ne n«

Exercice 3 (9 points)

n

(=1)" 3/2
Considérons la série de terme général u, = /n (1 + ) —-1].

1
1. Trouver (a,b) € R? tel que, au voisinage de +o0, u, = 4+ —=+4o0 ( )
n n

Rappelons le développement limité en 0 & Iordre 2 de (14 z)3/2 :

261

3 5
3/2 2
(14 x) f1+2x+ 91

Ainsi,

w
—

I
—_
S~—
3

B 31 1 3 (=) 3 1 1
3 3
D = - = —.
onc a 3 et b 3
2. En déduire la nature de > u,.
3 (—1)" 31

. 1
Posons u,, = v, +w, ot v, = 2 et wn = 2.5 T 0 (n3/2>‘

e > v, converge en vertu du CSSA. En effet, (v,) est alternée, (|v,|) = (

3
—— | est décroissante et converge vers 0.
2/ ) &

. 3 - 3 R 3
e Au voisinage de +o00, wy, ~ S 0. Les séries > wy et Y S sont donc de mémes natures. Or ) Ry est

une série de Riemann convergente, donc Y w,, converge.

Finalement, > u,, converge car c’est la somme de deux séries convergentes.

Exercice 4 : un peu de cours et une démonstration (8 points)
Soit (u,) une suite alternée.
1. Rappeler la définition de «la suite (u,,) est alternéey.
La suite (u,) est alternée si pour tout n € N, w,, X w11 < 0.
2. Enoncer le critére spécial des séries alternées sur la nature de S u,,.

Si la série répond aux trois conditions :
e (u,) est alternée
e (|un]) est décroissante
e (uy) converge vers 0

alors > u, converge.

3. Démontrer cette propriété.

Si la suite (u,) est alternée, alors il existe une suite (a,) positive telle que
() = ((=D"an)  ou  (un) = (= (~1)"an)

Quitte & remplacer (u,) par (—u,), nous allons supposer que (u,) = ((—1)”%). La suite positive (a,) est en fait la

suite (Jup|). D’aprés les hypothéses du théoréme, elle est donc décroissante et converge vers 0.
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Notons (Sy,) la suite des sommes partielles de > u,, : pour tout n € N,
Sp=ap—a1+az—az+---+(=1)"a,

Dans une premiére étape, montrons que les suites (Sa,,) et (S2,41) sont adjacentes.

(a) Monotonie de (S2,) : cette suite contient les termes de rangs pairs de (S, ). Le terme suivant Sa,, est donc Sa(,,41) =
Soni2. Ainsi, pour tout n € N :

Son = ap—ay1+az—az+---+ay,
Sotn1) = Go—a1+az—az+---+a — Aapy1 + A2ng2
S2(n+1) - SZn =  —a2n+1 + A2n+42

Mais comme (a,,) est décroissante, —as, 1 + aont2 est négatif. La suite (S2,) est donc décroissante.

(b) Monotonie de (S2,,+1) : cette suite contient les termes de rangs impairs de (S,). Le terme suivant Sa, ;1 est donc
So(n+1)+1 = S2n3. Ainsi, pour tout n € N :

Sont1 = ag—ap+az—az+--+a, — an41
Song1)41 = Qo — a1+ a2 —az+ -+ a2, — Q241 + A2pp2 — Q2043
S2(n+1)+1 = Son41 = G2nt2 — Q2043

Mais comme (a,) est décroissante, agn12 — d2n43 est positif. La suite (S2,+41) est donc croissante.

(c) Etude de So, 41 — So, : pour tout n € N,

San = ap—ai+tax—az+---+am,
Sont1 = ap—ay+az—az+ -+ ay — Gony1
S2n+1 —Sop = —a2n+1

Comme (a,,) converge vers 0, (Sap4+1 — S2,) converge aussi vers 0.

Ainsi, les suites (Sa,,) et (S2,+1) sont adjacentes. Elles convergent donc toutes les deux et admettent une méme limite
¢ € R. Mais alors,
Sop —— 4

noreo = S, —— ¢
Szn+1 _ n—+o00
n—-+oo

Ce qui montre que (S,,) converge et donc que Y u,, converge.

Exercice 5 (8 points)

1
Considérons la série > 7 et la suite (5,,) de ses sommes partielles.
n

1
1. Quelle est la nature de Y — ? Que peut-on dire de la limite de (.S,,) en +oo?
n

1
C’est une série de Riemann avec o = 3 < 1. La série est donc divergente. Comme de plus elle est a termes positifs,
lim S, = +o0.
n—+o0o

2. Le but des questions suivantes est d’étudier le comportement de (5,) au voisinage de +oo. Pour cela, on considére la
série Y _ v, de terme général
1

\/5—2(\/5— n—1)

Uy =
et la suite (7},) de ses sommes partielles.

(a) Rappeler le développement limité a l’ordre 2 en 0 de v/1 4 z et en déduire celui de /1 — z.

1 1(1_1q 2
\/1+x=(1+x)”2=1+2x+2‘(22,):c2+o(x2)=1+§—9;+o(x2)

2
En remplacant 2 par —x, on obtient : /1 —2 =1 — g — % + o(2?)
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+oo
(b) Trouver un équivalent de v,, et en déduire que ) v, converge. Dans la suite, on notera ¢ = Z Up.-

n=1
ona:un:%ﬂ\/ﬁ(k,/lf%).

D’apres la question précédente, on peut donc écrire :

o= g ge e (e)

(e e(2)

1

i <0

Ainsi, v, ~

1 . . : o
> v, a donc méme nature que » ~ a7 est une série de Riemann convergente. Ainsi, Y v, converge.

(c) Soit n € N*. Exprimer T, en fonction de S,, et de n.

T, = %—2(ﬁ—\f0)+%—2(\/§—f1)+---+%—2(\/5— n—1)
— \%+\1[:+-~-+\/1%—2(fff0)—Q(ﬁ—\ﬁ)—m—U;(I—M)

Sn —2+/n (par télescopage)
Ainsi, T, = S, — 2y/n.
(d) En déduire que S,, ~ 2/n.
On sait d’une part, d’aprés 2.b., que (7},,) converge vers une limite £ € R. On peut donc écrire T,, = £ + o(1).
D’autre part, d’aprés 2.c., S, = 2v/n+ T),.
Finalement, S, = 2y/n+ ¢+ o(1) = S,, ~ 2y/n.
———
o(vn)



