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✻ ♠❛rs ✷✵✶✽ ✲ 14 : 15

❈♦♥s✐❣♥❡s ✭à ❧✐r❡✮ ✿

✷ ❱♦✉s ❞❡✈❡③ ré♣♦♥❞r❡ s✉r ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ré♣♦♥s❡s ♣ré✈✉❡s à ❝❡t ❡✛❡t✳

✕ ❆✉❝✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ♥❡ s❡r❛ r❛♠❛ssé❡ ✭❣❛r❞❡③ ✈♦s ❜r♦✉✐❧❧♦♥s ♣♦✉r ✈♦✉s✮✳

✕ ❘é♣♦♥❞❡③ ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♣ré✈✉s✱ ❧❡s ré♣♦♥s❡s ❡♥ ❞❡❤♦rs ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ❝♦rr✐❣é❡s ✿ ✉t✐❧✐s❡③
❞❡s ❜r♦✉✐❧❧♦♥s ✦

✕ ◆❡ sé♣❛r❡③ ♣❛s ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s à ♠♦✐♥s ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❧❡s ré✲❛❣r❛❢❡r ♣♦✉r ❧❡s r❡♥❞r❡✳

✕ ❆✉❝✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ❛✉ ❝r❛②♦♥ ❞❡ ♣❛♣✐❡r ♥❡ s❡r❛ ❝♦rr✐❣é❡✳

✷ ▲❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ♥♦té❡ ❡♥ ♠♦✐♥s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ✈♦✉s êt❡s ♥♦té s✉r ✷✵ ❡t q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✭✷ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠✮ s♦♥t r❡t✐rés ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦t❡✳

✷ ▲❡ ❝♦❞❡ ✿

✕ ❚♦✉t ❝♦❞❡ ❞♦✐t êtr❡ é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ P②t❤♦♥ ✭♣❛s ❞❡ ❈✱ ❈❛♠❧✱ ❆❧❣♦ ♦✉ ❛✉tr❡✮✳

✕ ❚♦✉t ❝♦❞❡ P②t❤♦♥ ♥♦♥ ✐♥❞❡♥té ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ❝♦rr✐❣é✳

✕ ❚♦✉t ❝❡ ❞♦♥t ✈♦✉s ❛✈❡③ ❜❡s♦✐♥ ✭❝❧❛ss❡s✱ ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ♠ét❤♦❞❡s✮ ❡st ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é ✦

✕ ❱♦✉s ♣♦✉✈❡③ é❣❛❧❡♠❡♥t é❝r✐r❡ ✈♦s ♣r♦♣r❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡❧❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞♦❝✉♠❡♥té❡s
✭♦♥ ❞♦✐t s❛✈♦✐r ❝❡ q✉✬❡❧❧❡s ❢♦♥t✮✳
❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ é❝r✐t❡ ❞♦✐t êtr❡ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ré♣♦♥❞ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥✳

✷ ❉✉ré❡ ✿ ✷❤✵✵

✶
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❉✉ ❤❛❝❤❛❣❡

❊①❡r❝✐❝❡ ✶ ✭❍❛❝❤❛❣❡s ✕ ✷ ♣♦✐♥ts✮

❙✉♣♣♦s♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧és s✉✐✈❛♥t E❂④❜❡❝❦✱ ❝❛❧❡✱ ❝❧❛♣t♦♥✱ ❤❡♥❞r✐①✱ ❤♦♦❦❡r✱ ❦✐♥❣✱ r✐❝❤❛r❞s✱ ✈❛✉❣❤❛♥✱
✇✐♥t❡r✱ ②♦✉♥❣⑥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❤❛q✉❡ ❝❧é ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ E✳
❈❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡ 0 ❡t 10 ✭m = 11✮✳

❜❡❝❦ ✶✵

❝❛❧❡ ✶✵

❝❧❛♣t♦♥ ✹

❤❡♥❞r✐① ✺

❤♦♦❦❡r ✻

❦✐♥❣ ✽

r✐❝❤❛r❞s ✸

✈❛✉❣❤❛♥ ✽

✇✐♥t❡r ✶

②♦✉♥❣ ✺

❚❛❜❧❡ ✶ ✕ ❱❛❧❡✉rs ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡

❘❡♣rés❡♥t❡r ✭❞❡ss✐♥❡r✮ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ♣♦✉r ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s
❝❧és ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ E ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❤❛❝❤❛❣❡ ❛✈❡❝ ❝❤❛î♥❛❣❡ sé♣❛ré✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✷ ✭❍❛❝❤❛❣❡ ✿ ❚❛❜❧❡❛✉① ✈❛❧✐❞❡s ✕ ✸ ♣♦✐♥ts✮

❙✉♣♣♦s♦♥s ❧❡s ❝❧és ❞❡ A à G ❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✷✳

❝❧és ❆ ❇ ❈ ❉ ❊ ❋ ●

❤✭❝❧és✮ ♠❂✼ ✷ ✵ ✵ ✹ ✹ ✹ ✷

❚❛❜❧❡ ✷ ✕ ❱❛❧❡✉rs ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡

❙✐ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ✐♥séré❡s ❞❛♥s ✉♥ ♦r❞r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ s❡❧♦♥ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❤❛❝❤❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭❛✈❡❝ d = 1✮✱
❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✈✐❞❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 7✱ q✉❡❧s t❛❜❧❡❛✉① ♣❛r♠✐ ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s rés✉❧t❡r
❞❡ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝❧és ❄

✵ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻

❚❛❜❧❡❛✉ ✭❆✮ ❈ ● ❇ ❆ ❉ ❊ ❋

❚❛❜❧❡❛✉ ✭❇✮ ❋ ● ❇ ❉ ❆ ❈ ❊

❚❛❜❧❡❛✉ ✭❈✮ ❇ ❈ ❆ ● ❊ ❉ ❋

❚❛❜❧❡❛✉ ✭❉✮ ● ❊ ❈ ❆ ❉ ❇ ❋

❚❛❜❧❡ ✸ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉① ♣♦ss✐❜❧❡s ❄

✷
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❉❡s ❛r❜r❡s

❊①❡r❝✐❝❡ ✸ ✭❆r✐té ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❣é♥ér❛❧ ✕ ✺ ♣♦✐♥ts✮

❋✐❣✉r❡ ✶ ✕ ❆r❜r❡ ❣é♥ér❛❧

❖♥ ✈❛ s✬✐♥tér❡ss❡r à ❧✬❛r✐té ✭♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✜❧s ❞✬✉♥ ♥÷✉❞✮ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡ ❣é♥ér❛❧✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t
❧✬❛r✐té ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ✜❧s ♣❛r ♥÷✉❞ ❞✐✈✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ✐♥t❡r♥❡s✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✱ ✐❧ ② ❛ 8 ♥÷✉❞s ✐♥t❡r♥❡s✱ ❡t ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s
♥♦♠❜r❡s ❞❡ ✜❧s ♣❛r ♥÷✉❞✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t 17 ✭❝♦♠♣t❡r ❧❡s ✢è❝❤❡s ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r✮✱ ❧✬❛r✐té ♠♦②❡♥♥❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡
17/8 = 2, 125✳

➱❝r✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✈❡r❛❣❡❆r✐t②✭B✮ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧✬❛r✐té ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❣é♥ér❛❧ T ✱ ❛✈❡❝ ❧✬✐♠♣❧é✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r❡♠✐❡r ✜❧s ✲ ❢rèr❡ ❞r♦✐t✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✹ ✭❇✲❛r❜r❡s ✿ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✕ ✺ ♣♦✐♥ts✮

❘❛♣♣❡❧ ✿ ❯♥ ❛r❜r❡ ❣é♥ér❛❧ A =< o,A1, A2, ..., An > ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✭o A1 A2 ✳✳✳ An✮✳

P♦✉r ❧❡s ❇✲❛r❜r❡s✱ ✉♥ ♥÷✉❞ o ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ s❡s ❝❧és ✿ < x1, ..., xk−1 >✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷ s❡r❛ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ✿

(< 22 > (< 15 > (< 8, 12 >)(< 18, 19, 20 >))(< 27, 41 > (< 24, 25 >)(< 30, 35, 38 >)(< 45, 48 >)))

➱❝r✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❇✲❛r❜r❡ s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡
❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s✮✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✺ ✭❇✲❆r❜r❡s ✿ ✐♥s❡rt✐♦♥s ✕ ✷ ♣♦✐♥ts✮

❋✐❣✉r❡ ✷ ✕ ❇✲❛r❜r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✷

■♥sér❡r s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❝❧és ✸✻ ❡t ✹✷ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡
♣ré❝❛✉t✐♦♥✳ ❉❡ss✐♥❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❛r❜r❡ ♦❜t❡♥✉ ❛♣rès ❝❤❛q✉❡ ✐♥s❡rt✐♦♥✳

✸
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❊♣✐t❛

❊①❡r❝✐❝❡ ✻ ✭❲❤❛t ❄ ✕ ✸ ♣♦✐♥ts✮

❋✐❣✉r❡ ✸ ✕ ❇✲tr❡❡ ❞✬♦r❞r❡ ✸

❙♦✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✇❤❛t ❞é✜♥✐❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

✶ ❞❡❢ ❴❴✇❤❛t✭❇✱ ①✱ ②✮✿

✷ ✐ ❂ ✵

✸ ✇❤✐❧❡ ✐ ❁ ❇✳♥❜❦❡②s ❛♥❞ ❇✳❦❡②s❬✐❪ ❁❂ ①✿

✹ ✐ ✰❂ ✶

✺ ✐❢ ✐ ❁ ❇✳♥❜❦❡②s✿

✻ ② ❂ ❇✳❦❡②s❬✐❪

✼ ✐❢ ❇✳❝❤✐❧❞r❡♥ ❂❂ ❬❪✿

✽ r❡t✉r♥ ②

✾ ❡❧s❡✿

✶✵ r❡t✉r♥ ❴❴✇❤❛t✭❇✳❝❤✐❧❞r❡♥❬✐❪✱ ①✱ ②✮

✶✶

✶✷ ❞❡❢ ✇❤❛t✭❇✱ ①✮✿

✶✸ ✐❢ ❇ ❂❂ ◆♦♥❡✿

✶✹ r❡t✉r♥ ◆♦♥❡

✶✺ ❡❧s❡✿

✶✻ r❡t✉r♥ ❴❴✇❤❛t✭❇✱ ①✱ ◆♦♥❡✮

❙♦✐t B3 ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳ ◗✉❡❧ s❡r❛ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❛♣♣❡❧s s✉✐✈❛♥ts ❄

✕ ✇❤❛t✭B3✱ ✷✮

✕ ✇❤❛t✭B3✱ ✼✮

✕ ✇❤❛t✭B3✱ ✶✽✮

✕ ✇❤❛t✭B3✱ ✸✾✮

✕ ✇❤❛t✭B3✱ ✹✶✮

✕ ✇❤❛t✭B3✱ ✾✾✮

✹
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■♥❢♦✲s♣é ❙✸★
❊♣✐t❛

❆♥♥❡①❡s

▲❡s ❛r❜r❡s ❣é♥ér❛✉①

▲❡s ❛r❜r❡s ✭❣é♥ér❛✉①✮ ♠❛♥✐♣✉❧és ✐❝✐ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉✬❡♥ t❞✳

■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r❡♠✐❡r ✜❧s ✲ ❢rèr❡ ❞r♦✐t

❯♥ ❛r❜r❡ ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss ❚r❡❡❆s❇✐♥ ✿

✶ ❝❧❛ss ❚r❡❡❆s❇✐♥✿

✷ ❞❡❢ ❴❴✐♥✐t❴❴✭s❡❧❢ ✱ ❦❡② ✱ ❝❤✐❧❞❂◆♦♥❡ ✱ s✐❜❧✐♥❣❂◆♦♥❡✮✿

✸ s❡❧❢✳❦❡② ❂ ❦❡②

✹ s❡❧❢✳❝❤✐❧❞ ❂ ❝❤✐❧❞

✺ s❡❧❢✳s✐❜❧✐♥❣ ❂ s✐❜❧✐♥❣

❇✲❚r❡❡s

▲❡s ❇✲❛r❜r❡s ♠❛♥✐♣✉❧és ✐❝✐ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉✬❡♥ t❞✳

❯♥ ❛r❜r❡ ✈✐❞❡ ❡st ◆♦♥❡✱ ✉♥ ❛r❜r❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❇❚r❡❡ ✿

✶ ❝❧❛ss ❇❚r❡❡✿

✷ ❞❡❣r❡❡ ❂ ◆♦♥❡

✸

✹ ❞❡❢ ❴❴✐♥✐t❴❴✭s❡❧❢ ✱ ❦❡②s❂◆♦♥❡ ✱ ❝❤✐❧❞r❡♥❂◆♦♥❡✮✿

✺ s❡❧❢✳❦❡②s ❂ ❦❡②s ✐❢ ❦❡②s ❡❧s❡ ❬❪

✻ s❡❧❢✳❝❤✐❧❞r❡♥ ❂ ❝❤✐❧❞r❡♥ ✐❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❡❧s❡ ❬❪

✼

✽ ❅♣r♦♣❡rt②

✾ ❞❡❢ ♥❜❦❡②s✭s❡❧❢✮✿

✶✵ r❡t✉r♥ ❧❡♥✭s❡❧❢✳❦❡②s✮

❋♦♥❝t✐♦♥s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❛✉t♦r✐sé❡s

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉❡ ✈♦✉s ♣♦✉✈❡③ ✉t✐❧✐s❡r ✿

✕ ❧❡♥ s✉r ❧❡s ❧✐st❡s✳

✕ r❛♥❣❡✳

✕ str ✿ tr❛♥s❢♦r♠❡ s♦♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡♥ ❝❤❛î♥❡✳

❘❛♣♣❡❧s✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✰ s✉r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❡t ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ✿

✶ ❃❃❃ s ❂ ✧✧

✷ ❃❃❃ s ✰❂ str ✭✶✷✮

✸ ❃❃❃ s

✹ ✬✶✷✬

✺

✻ ❃❃❃ ✭✶✱ ✷✮ ✰ ✭✸✱ ✹✮

✼ ✭✶✱ ✷✱ ✸✱ ✹✮

❱♦s ❢♦♥❝t✐♦♥s

❱♦✉s ♣♦✉✈❡③ é❣❛❧❡♠❡♥t é❝r✐r❡ ✈♦s ♣r♦♣r❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡❧❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞♦❝✉♠❡♥té❡s ✭♦♥
❞♦✐t s❛✈♦✐r ❝❡ q✉✬❡❧❧❡s ❢♦♥t✮✳

❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ é❝r✐t❡ ❞♦✐t êtr❡ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ré♣♦♥❞ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥✳

✺


