Mathématiques S3 2023
PARTIEL S3 — décembre 2023 EpiTA

Corrigé du partiel S3

Exercice 1 (5.5 points)

Dans E = R?, considérons la famille 7 = (e1=(1,—1,2),e9=(—1,4,1),e3=(1, —2,1)).

1. Cette famille F est-elle une base de E'7 Sinon, en extraire une sous-famille libre maximale et la compléter pour obtenir
une base de E. On note B’ la base obtenue.

La famille est liée car —2e1 + €3 + 33 = 0. Ainsi par exemple, Vect F = Vect(e1,e2) o (e1,€2) est libre.
Pour obtenir une base de E, complétons cette derniére famille en y ajoutant le vecteur 4 = (0,0,1). Montrons que la
famille B’ = (g1, e2,£4) est une base de E.

e B’ est libre : pour tout (a,b,c) € R3,

a—>b 0
ag1 +beg +ce4 =0 — —a + 4b =0
2a+b+c = 0
a—2>b = 0
e 3b = 0 (Ey+ Ey)
2a+b+c = 0

= a=b=c¢c=0
e B’ est génératrice de E. En effet,

B’ libre

). .
Card(B') =3 = dim(E) } = B’ génératrice de E

Ainsi, B’ est une base de F.
2. Déterminer les coordonnées dans B’ du vecteur u = (2,0, 6)
u=1(2,0,6)=3(1,-1,2) + 2(=1,4,1) = §&1 + 3£ + Oey.
Les coordonnées de u dans la base B’ sont donc (%, %, O).
3. Donner la matrice de passage de la base canonique B & la base B'.

1 -1 0
La matrice de passage de BaB'est P=|—-1 4 0
2 1 1

Exercice 2 (6.5 points)

RQ[X} — R2
Considérons I’application linéaire f : P . (P(l) /2 P(z)d )
, r)dx
0

1. Donner la matrice de f dans les bases canoniques (1, X, X?) au départ et ((1,0),(0,1)) a arrivée.

2 2
Si P=1,alors P(1) =1 et / P(z)dx = / 1dz =2, donc f(1) = (1,2).
0 0

2

2 2 2
Si P = X, alors P(1) =1 et / P(z)dz = / zde = [5”2] =2, done f(X) = (1,2).
0 0 0

3

2 2 2
Si P= X2 alors P(1)=1et | P(x)dx :/ r?dr = [} = §, donc f(X?) = (1, 8).
0 0 31y 3 3

Finalement, la matrice de f est A = <; ; é)

3
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2. Déterminer une base de Ker(f) et en déduire sa dimension.

+ar+a; = 0
K = X X2 e Ry[X 0
er(f) {ao+a1 + a2 X® € Ro[X], 2a0 + 2a1 4+ Saz = 0
+ a1+ as 0
_ X +a;X? € Ry[X],| ©°
{ao+a1 + az 2[X] %QQ = 0 (Ey—2E)

= {ao+a1X+a2X2GRQ[X],CLQZ—CU et CLQZO}

= {al(X—l),(ZlER}

Vect(X — 1)
Comme (X — 1) est une famille libre, c’est une base de Ker(f). Ainsi, dim (Ker(f)) = 1.

3. Déterminer une base de Im(f) et en déduire sa dimension.

Im(f) = Vect ((1,2), (1,2), (1, 8)) = Vect ((1,2), (1, 2))
Liée Libre

Ainsi, une base de Im(f) est ((1,2),(1,3%)) et donc dim (Im(f)) = 2.

4. Enoncer le théoréme du rang et vérifier que vos résultats sont compatibles avec ce théoréme.

Théoréme du rang : si f € L(E,F) ot E est de dimension finie, alors dim(E) = dim ( Ker(f)) + dim (Im(f)).

Ici, E = Ry[X], dim(F) = 3, dim (Ker(f)) =1 et dim (Im(f)) =2.0n abien 3=1+2.
5. Trouver ’ensemble S de tous les polynomes P € Ry[X] tels que f(P) = (3,8).

On remarque que P = 3X? est une solution particuliére. Donc pour tout P € R[X],

Pc S+« f(P)= f(3X?% < f(P—3X?% = (0,0) <= P —3X? ¢ Ker(f)

Ainsi, § = {3X? + k(X — 1),k e R}.

Exercice 3 : une démonstration de cours (5 points)

Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, F' et G deux sous-espaces vectoriels de E de dimensions n et p non nulles.

Donnons-nous By = (eq, - - ,e,) une base de F' et By = (€1, - ,p) une base de G et considérons la famille

]:: (617”' y€ny €1, 7 7817)
obtenue par concaténation de By et Bs.
Montrer que F NG = {0g} = F est libre.
Supposons que F'NG = {0g} et considérons (a1, ,an, b1, - ,by) € R*P tel que
a1€1+"~+6Ln€n+b1€1+"'+bp€p:OE

On a alors : aje; + -+ ane, = —bier — -+ — bpep.

Or {(el,--~,en)eF" = aqe1+---+ane, €F

(€1, ,ep) EGP = —bie1 — - —bpgp € G
On en déduit que : ar1e; + -+ ane, = —bier — - —bpep, € FNG.
Or FNG ={0g}. Ainsi, a1e1 +--- + ane, = —bie1 — -+ — bpep, = 0p.

Mais comme B; est une base de F, elle est libre. Donc

arey + -+ ane, =0g = (a1, - ,a,) = (0,---,0)
De méme, B; est libre et
—byey — - —byey = 0p = (=by, -+, —by) = (0,-+,0) = (by, -~ ,b,) = (0, --
Finalement, (a1, - ,an,b1, - ,bp) = (0,---,0). La famille B3 est donc bien libre.
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Exercice 4 : construction d’un projecteur (8 points)

On se place dans ’espace vectoriel £ = R? muni de sa base canonique B. On considére les sous-espaces vectoriels

F={(z,y,2) € E, z+2y — z=0} et G:{(nc,y,z)eE7

r+y+z = 0
r+y—z2 = 0

1. Trouver une base de F' et une base de G.

F = {(xvy72)€R372:$+2y}

= {(z,y.x+2y),(z,y) € R?}
= {z(1,0,1) +y(0,1,2), (z,y) € R?} = Vect ((1,0,1),(0,1,2))

libre
Une base de F est donc By = (e1=(1,0,1),2=(0,1,2)).
+y+z = 0
- R3, |
G {(x,y,Z)E N ety—z = 0 }
- 3 |z+y+z = 0
- {(xa:%Z)GR ) 2 = 0 (El_EZ) }
= R | Y = °F
{(‘r7 y7Z) E b Z — O
= {z(1,-1,0),z € R} = Vect ((1,-1,0))
—_——
libre

Une base de G est donc By = (e3=(1,—1,0)).
2. Montrer que £ = F & G.
11 suffit de montrer que la famille B’ = (g1, €2, £3) obtenue par concaténation de B; et By est une base de F.

e B’ est libre : pour tout (a,b,c) € R3,

ag1 +beg +ce3 =0p — b—c =

(B2 + E1)
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e B’ est génératrice de E. En effet,

B’ libre

! P .
Card(B’) = 3 = dim(F) } = B’ génératrice de E

Ainsi, B’ est une base de FE et donc FF & G = E.

3. D’aprés la question précédente, on sait que pour tout u € E, il existe un unique (v,w) € F X G tel que u = v + w.

Considérons ’endomorphisme p : u — w.
(a) Supposons que u € F. Que vaut p(u) ? Justifier.
Siue Fyalorsu=_u + 0p = v=uetw=0g = p(u) =w=0g.

eFr cG
(b) Supposons que u € G. Que vaut p(u)? Justifier.

1 1 = = t = = = .
SiueG,alorsu= 0g + u = v=0petw=u=plu)=w=u
€F g€
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(c) Soit B’ la base de E obtenue par concaténation des bases de F et de G trouvées a la question 1. Déterminer la
matrice de p dans cette base B’ au départ et a arrivée. Notons A’ cette matrice.

0
€1 € F = p(e1) = 0p. Ainsi, les coordonnées dans B’ de p(e1) sont | 0
0
0
De meéme, e2 € F = p(e2) = 0 a pour coordonnées | 0
0
0
Enfin, e5 € G = p(e3) = €3 = 0e1 + 0e2 + 1les. Ainsi, les coordonnées dans B’ de p(e3) sont | 0
1

Finalement, A’ =

o O O

0 0
0 0
0 1

(d) Soit A la matrice de p dans la base canonique au départ et a I’arrivée. Donner la relation matricielle qui permet de
calculer A. On ne demande pas de faire le calcul de A.

1 0 1
Soit P= (0 1 —1] la matrice de passage de la base canonique B & B’. On a alors
1 2 0

A= P 1AP = A= PA' P .

Exercice 5 : résolution d’un systéme différentiel (7 points)
On cherche les fonctions réelles z et y dérivables sur R telles que :

() = —5a(t) +4y(t)

2(0)=1, y(0)=2 et vt e R, { y(t) = —6x(t)+ 5y(t)

R — R2?

Pour cela, on définit la fonction vectorielle w : {
t — (2(t),y(t)

) et sa fonction dérivée v’ : {

On rappelle que, pour tout (zp,a) € R?, 'unique fonction réelle dérivable z vérifiant

2(0)=20 et VteR, Z(t)=az(t)

est la fonction z : t — zge?t.

1. Déterminer f € L(R?) telle que pour tout ¢ € R, v/(t) = f(u(t)), et donner sa matrice dans la base canonique de R2.

RZ — R?

L’applicati :
application est f { (5.y) — (=52 + 4y, —6z + 5y)

-5 4
Sa matrice dans la base canonique (au départ et a I'arrivée) est A = ( 2 5>

2. Dans R?, on considére la base canonique By = (e1=(1,0),e2=(0,1)) et une autre base By = (e1=(1,1),e2=(2,3)).

(a) Donner la matrice de passage P de B; a By et son inverse P~1.

(12 (3 =2
P= (1 3) o = (—1 1 )
(b) Trouver les coordonnées de u(0) = (1,2) dans la base Bs.

Les coordonnées de u(0) dans Bs sont X5(0) = P! <;) - <_11>

On vérifie d’ailleurs que u(0) = —e1 + €2.
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(c¢) Donner la matrice de f dans la base By au départ et a l'arrivée.

-1
f(e1) = (=1,—1) = —&1 + Oeq, qui a pour coordonnées ( 0 ) dans Bs.

0
f(e2) = (2,3) = 0e1 + €2, qui a pour coordonnées (1) dans Bs.

-1 0
La matrice de f dans la base By au départ et & 'arrivée est donc D = ( 0 1).

t 5 (t

Notons X»(t) = (ngtg) et X4(t) = (w?Et))) les colonnes constituées des coordonnées dans la base By des vecteurs
Y2 Ya

u(t) et u'(t). Trouver une relation matricielle donnant X%(¢) en fonction de X5 (t).

5 (t)

vt e R,/ (t) = f(u(t)) = X3(t) = DXo(t) = { ()

NS
V)
—~
o~
~

(e) En déduire les fonctions t — xa(t) et t — ya(t).

D’aprés les questions précédentes, on a :
22(0) = —1 et Vit R, zh(t) = —xo(t) = 22(t) = —e*

et de méme,

y2(0) =1 et VteR,yh(t) =ya(t) = y2(t) = €'

(f) En déduire les fonctions ¢t — x(t) et t — y(t).

y(t)
G = 3 ()=o)

y(t) = —e " + 3¢

Pour tout ¢ € R, la colonne X (¢) = (
X (t) = PX2(t). Ainsi,

t . . .
2 >> contient les coordonnées de u(t) dans la base canonique. Or on sait que

Finalement, pour tout ¢ € R,
o(t) = —e 4 2¢t et

Exercice 6 : diagonalisation de matrices carrées (8 points)

2 —4 1 2 5 5
Soient les matrices A= [0 -2 1|etB=|-5 -8 -5
4 -5 0 5 5 2

1. Calculer sous forme factorisée les polynomes caractéristiques de A et de B. Vérifier que les valeurs propres de A
sont —1 et 2, puis que celles de B sont —3 et 2.

2—X —4 1 2-X 24X O
PaAX) = | 0 —2-X 1| =] 0 —2-X 1| (Li+ L —Ly
4 -5 -X 4 -5 X
2—-X 0 0
= 0 —2—-X 1 (CQ(—CQ+01)
4 -1 -X

(2 X) x [(~2 = X)(=X) +1]

(2-X)x [X*+2X +1]
N—————

(X+1)2
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2—-X 5 5 -3-X 5 5
PB(X) = -5 —8—-X -5 = 3+ X —-8—-X ) (C1<—Cl—Cg)
5 5 2—-X 0 5 2—X
-3-X 5 5
0 5 2—-X

— (=3-X)x [(-3-X)(2— X) — 0] = (-3 - X)}2 - X)
2. Les matrices A et B sont-elles diagonalisables dans .#3(R) ? Si oui, donner P et D.

Vous prendrez soin de votre rédaction.

e Matrice A :
Sp(A) = {—1,2} avec m(—1) =2 et m(2) = 1. Donc A est diagonalisable ssi dim(E_;) = 2.

3r—4dy+z = 0

E_, = (r,y,2) € R3, —y+z =0
4 —-dy+z = 0

z =y (Ba)

= (r,y,2) e R3, | 40 = 4y (E3)

oy = 0 (E1)

{y(1,1,1),y € R}
= Vect ((1,1,1))

Ainsi, dim(E_1) = 1 # m(—1) et A n’est pas diagonalisable.

e Matrice B :
Sp(B) = {—3,2} avec m(—3) = 2 et m(2) = 1. Donc B est diagonalisable ssi dim(E_3) = 2.

5 +5y+5z = 0
E 5 = (v,y,2) ER3,| =5z —5y—5z = 0
5c+5y+5z = 0

{($7yaz) € R3,Z = 71’72—/}

= {56(1, Oa 71) + y(oﬂ 17 71)3 (Ivy) € RQ}

Vect ((1, 0,-1),(0,1, 71))

libre
Ainsi, dim(E_3) = 2 = m(—3) et B est diagonalisable.
De plus,
S5y + 5z =0
Ey, = (v,y,2) ER3 | =52z —10y -5z = 0
5 + 5y = 0
z = —y
= (xaya Z) € R3a z = Y (ES)
Oy = 0 (Ey)
= {y(-1,1,-1),y e R}
= Vect ((—1,1,-1))
1 0 -1 -3 0 0
Ainsi, P=1 0 1 1 JeeD=]10 -3 0
-1 -1 -1 0 0 2



