Mathématiques Info-Spé 16/17
CORRIGE DU PARTIEL 1 — décembre 2016 EprIiTA

Corrigé du partiel 1

Exercice 1 (5 points)

1. Notons (un) = <E§;L))2') .

Unp1  ((n+ 1)!)2 y (3n)! (n+1)? B n+1 0<1
un  (Bn+3) T ()2 Bn+1)Bn+2)(Bn+3)  3@Bn+1)(3n+2) notoo ‘

Donc Y u, converge via la régle de d’Alembert.

2. Notons (v,) = (EZ;L))Q')

vnrt _ (04 D)D" (o)t (n+1)? L
vn (k(n+1))T (02 (kn+1)(kn+2)... (kn+ k) +oo Kk :

n 1 .
Sik=2, Untl 2 <1 donc > vy, converge via la régle de d’Alembert.
Un n—-+oo 4

Sik>2, Untl —+—+ 0 < 1 donc Y v, converge via la régle de d’Alembert.
UTL n—-+00o

Sik <2, Untl —+—+ +o0 donc Y v, diverge via la régle de d’Alembert.
UTL n—-+00

3. Notons (wy) = <<nia)n>

n _ n n: —nln(l4+a/n) _ ,—n(a/n+o(1/n)) _ ,—a+o(1) —a
v = (7)) =e ¢ ¢ otee O

Sie * < 1lie.a>0,) w, converge via la régle de Cauchy.
Sie @ >11ie.a<0,) w, diverge via la régle de Cauchy.

Sie ®=11ie.a=0, (w,)= (1) qui ne tend pas vers 0 donc > w, diverge.

Exercice 2 (4 points)

Via les transformations Cy «— C1+Ca+C3 puis Ly «— Lo—Lj et Lg +— Ls—Lj,ona P4(X) = (3—X)(X+1)(X+3).
Donc P4 est scindé dans R et Spr(A) = {3,—1, -3} avec m(3) = m(—1) = m(—3) = 1 donc A est diagonalisable.

x —3zx+3y=0
Es = Y eR3telque | 2 —5y+42=0
z r+y—22=0
= Vect 1
T rz+3y=0
E, = y | eR3telque | 2 —y+42=0
z r+y+2z2=0
-3
= Vect
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X
3x+3y=20
E ;3 = R3 tel
3 Z < ¢ que r+y+4z=0
1
= Vect -1
0
3 0 0 1 -3 1
DouD=PlAPavecD=| 0 -1 0 etP=[ 1 1 -1
0 0 -3 1 1 0

Via les transformations C; «— C; — Cy puis Ly <— La + L1, 0n a Pp(X) = (1 — X)(X + 1)~
Donc Pg est scindé dans R et Spgr(B) = {1, -1} avec m(—1) =2 et m(1) = 1.
m(1) = 1 donc dim(E;) = 1.

T r—y=20
E_, = y | €ER3telque | 2+ 3y —42=0
z r+y—22=0
= Vect 1

dim(E_1) =1# 2 =m(—1) donc B n’est pas diagonalisable.

Exercice 3 (4 points)

Via la transformation Cy <— Cy + Cy + Cs puis Ly <— Lo — Ly et Lz +— L3 — Ly, on a Pa(X) = —(X +1)(X +2)2.
Donc P4 est scindé dans R et Spr(A) = {—1, -2} avec m(—2) =2 et m(—1) = 1.

A est diagonalisable ssi F_5 est de dimension 2.

8

—zrz+y=0
E_, = R tel
2 ‘Z < ¢ due (a—3)r+2y+(1—a)z=0
T
T=y
= € R? tel
Z ¢ due (a—1Dz=(a—1)z
1 0
Sia=1, E_5 = Vect 1 , 0 et A est diagonalisable.
0 1
1
Siaz#1, E_5 = Vect 1 et A n’est pas diagonalisable
1

Exercice 4 (4 points)

1Loa f(1)=3X; f(X)=2X%2+1; f(X?) = X3 +2X et f(X3)=3X? donc

—

0100
302 0
Matg(f)=1 ¢ 3 ¢ 3
0010
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b. Le déterminant de cette matrice est égal & 9 donc elle est inversible. Ainsi f est bijective.

2.f(Eu><Z Z)(é 8)((1) 8)<Z
e = () (0 0)- (5 0) (e
s = (o) (0 o) -0 o) (e
f(E22):(a Z)(g (1))_(8 ?)(Z

Donc
Matza(f) =

Exercice 5 (4 points)

On a immédiatement P4(X) = (1 — X)(2 — X)3.

b\ (0

\ ¢

_ —c a—d
N 0 c
b 0

d—a —b

(0 b
"\ = 0

—b
0 ) = 7bE12 + CEQl.

u

) = —cFi1 + (a — d)Elg + cFEoys.
) =bFE11 + (d —a)Fy — bEas.

) = bElg — CEgl.

Donc P4 est scindé dans R et Spgr(A) = {1,2} avec m(2) = 3 et m(1) = 1.

A est diagonalisable ssi E5 est de dimension 3.

x —x+ay+bz+ct=0
E o= y | € R3 tel que dz+et=0
z ft=0

eSi f#0,t=0donc dz=0.

e Sid+#0,z=0donc z = ay soit E5 = Vect

e Sid=0,z=ay+ bz donc Fy = Vect

S O~ Q

eSi f=0,dz+et=0
eSie=0,dz=0

e Sid=0,z=ay+ bz+ ct donc Fy = Vect

eSid+#0,2=0donc z=ay+ct et Es = Vect

d d
oSie#O,t—zetxaer(bJrc—)zdoncEQVect
e e

sable.

Conclusion : A est diagonalisable ssid =e = f =0.

S O = 2

d’ott A non diagonalisable.
b
0 N . .
1 d’ott A non diagonalisable.
0
a b c
(1) , (1) , 8 d’ont A diagonalisable.
0 0 1
a c
1 0 . . .
ol | o d’ott A non diagonalisable.
0 1
a b—cd/e
1 0 N . .
e 1 d’ott A non diagonali-
0 —d/e



