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Corrigé du partiel 1

Exer
i
e 1 (5 points)

1. Notons (un) =

(

(n!)2

(3n)!

)

.

un+1

un
=

(

(n+ 1)!
)2

(

3n+ 3
)

!
× (3n)!

(n!)2
=

(n+ 1)2

(3n+ 1)(3n+ 2)(3n+ 3)
=

n+ 1

3(3n+ 1)(3n+ 2)
−−−−−→
n→+∞

0 < 1.

Don


∑

un 
onverge via la règle de d'Alembert.

2. Notons (vn) =

(

(n!)2

(kn)!

)

.

vn+1

vn
=

(

(n+ 1)!
)2

(

k(n+ 1)
)

!
× (kn)!

(n!)2
=

(n+ 1)2

(kn+ 1)(kn+ 2) . . . (kn+ k)
∼
+∞

1

kk
n2−k

.

Si k = 2,
vn+1

vn
−−−−−→
n→+∞

1

4
< 1 don


∑

vn 
onverge via la règle de d'Alembert.

Si k > 2,
vn+1

vn
−−−−−→
n→+∞

0 < 1 don


∑

vn 
onverge via la règle de d'Alembert.

Si k < 2,
vn+1

vn
−−−−−→
n→+∞

+∞ don


∑

vn diverge via la règle de d'Alembert.

3. Notons (wn) =

(

(

n

n+ a

)n2
)

.

n

√
wn =

(

n
n+a

)n

= e−n ln(1+a/n) = e−n(a/n+o(1/n)) = e−a+o(1) −−−−−→
n→+∞

e−a
.

Si e−a < 1 i.e. a > 0,
∑

wn 
onverge via la règle de Cau
hy.

Si e−a > 1 i.e. a < 0,
∑

wn diverge via la règle de Cau
hy.

Si e−a = 1 i.e. a = 0, (wn) = (1) qui ne tend pas vers 0 don


∑

wn diverge.

Exer
i
e 2 (4 points)

Via les transformationsC1 ←− C1+C2+C3 puis L2 ←− L2−L1 et L3 ←− L3−L1, on a PA(X) = (3−X)(X+1)(X+3).

Don
 PA est s
indé dans R et SpR(A) = {3,−1,−3} ave
 m(3) = m(−1) = m(−3) = 1 don
 A est diagonalisable.

E3 =











x

y

z



 ∈ R
3
tel que

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−3x+ 3y = 0

x− 5y + 4z = 0

x+ y − 2z = 0







= Ve
t











1

1

1











E−1 =











x

y

z



 ∈ R
3
tel que

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x+ 3y = 0

x− y + 4z = 0

x+ y + 2z = 0







= Ve
t











−3
1

1










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E−3 =











x

y

z



 ∈ R
3
tel que

∣

∣

∣

∣

3x+ 3y = 0

x+ y + 4z = 0







= Ve
t











1

−1
0











D'où D = P−1AP ave
 D =





3 0 0

0 −1 0

0 0 −3





et P =





1 −3 1

1 1 −1
1 1 0





.

Via les transformations C1 ←− C1 − C2 puis L2 ←− L2 + L1, on a PB(X) = (1−X)(X + 1)2.

Don
 PB est s
indé dans R et SpR(B) = {1,−1} ave
 m(−1) = 2 et m(1) = 1.

m(1) = 1 don
 dim(E1) = 1.

E−1 =











x

y

z



 ∈ R
3
tel que

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x− y = 0

x+ 3y − 4z = 0

x+ y − 2z = 0







= Ve
t











1

1

1











dim(E−1) = 1 6= 2 = m(−1) don
 B n'est pas diagonalisable.

Exer
i
e 3 (4 points)

Via la transformation C1 ←− C1 +C2 +C3 puis L2 ←− L2−L1 et L3 ←− L3−L1, on a PA(X) = −(X +1)(X +2)2.

Don
 PA est s
indé dans R et Sp

R
(A) = {−1,−2} ave
 m(−2) = 2 et m(−1) = 1.

A est diagonalisable ssi E−2 est de dimension 2.

E−2 =











x

y

z



 ∈ R
3
tel que

∣

∣

∣

∣

−x+ y = 0

(a− 3)x+ 2y + (1− a)z = 0







=











x

y

z



 ∈ R
3
tel que

∣

∣

∣

∣

x = y

(a− 1)x = (a− 1)z







Si a = 1, E−2 = Ve
t











1

1

0



 ,





0

0

1











et A est diagonalisable.

Si a 6= 1, E−2 = Ve
t











1

1

1











et A n'est pas diagonalisable

Exer
i
e 4 (4 points)

1. a. f(1) = 3X ; f(X) = 2X2 + 1 ; f(X2) = X3 + 2X et f(X3) = 3X2
don


MatB(f) =









0 1 0 0

3 0 2 0

0 2 0 3

0 0 1 0








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b. Le déterminant de 
ette matri
e est égal à 9 don
 elle est inversible. Ainsi f est bije
tive.

2. f(E11) =

(

a b

c d

)(

1 0

0 0

)

−
(

1 0

0 0

)(

a b

c d

)

=

(

0 −b
c 0

)

= −bE12 + cE21.

f(E12) =

(

a b

c d

)(

0 1

0 0

)

−
(

0 1

0 0

)(

a b

c d

)

=

(

−c a− d

0 c

)

= −cE11 + (a− d)E12 + cE22.

f(E21) =

(

a b

c d

)(

0 0

1 0

)

−
(

0 0

1 0

)(

a b

c d

)

=

(

b 0

d− a −b

)

= bE11 + (d− a)E21 − bE22.

f(E22) =

(

a b

c d

)(

0 0

0 1

)

−
(

0 0

0 1

)(

a b

c d

)

=

(

0 b

−c 0

)

= bE12 − cE21.

Don


MatB(f) =









0 −c b 0

−b a− d 0 b

c 0 d− a −c
0 c −b 0









Exer
i
e 5 (4 points)

On a immédiatement PA(X) = (1−X)(2−X)3.

Don
 PA est s
indé dans R et Sp

R
(A) = {1, 2} ave
 m(2) = 3 et m(1) = 1.

A est diagonalisable ssi E2 est de dimension 3.

E−2 =











x

y

z



 ∈ R
3
tel que

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x+ ay + bz + ct = 0

dz + et = 0

ft = 0







• Si f 6= 0, t = 0 don
 dz = 0.

• Si d 6= 0, z = 0 don
 x = ay soit E2 = Ve
t























a

1

0

0























d'où A non diagonalisable.

• Si d = 0, x = ay + bz don
 E2 = Ve
t























a

1

0

0









,









b

0

1

0























d'où A non diagonalisable.

• Si f = 0, dz + et = 0

• Si e = 0, dz = 0

• Si d = 0, x = ay + bz + ct don
 E2 = Ve
t























a

1

0

0









,









b

0

1

0









,









c

0

0

1























d'où A diagonalisable.

• Si d 6= 0, z = 0 don
 x = ay + ct et E2 = Ve
t























a

1

0

0









,









c

0

0

1























d'où A non diagonalisable.

• Si e 6= 0, t = −d

e
z et x = ay +

(

b+
cd

e

)

z don
 E2 = Ve
t























a

1

0

0









,









b− cd/e

0

1

−d/e























d'où A non diagonali-

sable.

Con
lusion : A est diagonalisable ssi d = e = f = 0.
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