EPITA, mathématiques S2 B3 lundi 10 février 2025

Controle de cours APEF (1 heure)

Nom : Prénom : Classe :

N.B. : Le baréme est sur 20 points. Note : /20

1 Polynoémes (7 points)

Les questions sont indépendantes.

1. Soit (4, B) € (R[X ])2 avec B # 0. Enoncer le théoréme de la division euclidienne de A par B.

2. Soient P € R[X] et a € R. On suppose que a est une racine d’ordre de multiplicité exactement 3 de P.

(a) En termes de divisibilité, que cela signifie-t-il ?

3. Soit P € R[X] de degré strictement supérieur a 3. Mettre les symboles =, <= ou <= a la place des pointillés. Si
aucun symbole n’est possible, mettre une croix.

a) X+3|P ...... —3racinede P b) (X-1)3|P ...... P(1)=0et P'(1)=0 c)X|P...... P(X)=X*-X
d) P(0)=P(2)=0 ...... X2-2X|P e)P(1)=0...... (X-1|P

5. Donner un exemple d’un polynome P € R[X], de degré 6 qui admet —1 comme racine d’ordre de multiplicité exactement
3 et tel que P(—3) = P'(—3) =0.

6. Soit P(X) = X°(2X +4)?(X? —5X 4 6)(X2 + X +3). Ecrire P comme produit de polynémes irréductibles dans R[X]
(justifier brievement).
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2 Equations différentielles linéaires du premier ordre (5,5 points)

Soient a, b et ¢ trois fonctions continues sur R telles que V¢ € R, a(t) # 0.

On consideére les équations différentielles (E) : a(t)y'(t) + b(¢)y(t) = c(t) et (Eo) :a(t)y'(t) + b(t)y(t) = 0.

On note S I'ensemble des solutions de (E) et Sy 'ensemble des solutions de (Ejp).

Un professeur demande & un éléve d’expliciter précisément ’ensemble Sy au tableau. L’éléve note alors :

R — R
Sp = b e FO) ,keR}.

1. Le professeur demande a ’éléve d’étre plus précis et d’écrire F' en fonction de a et de b. Qu’écrit I’éléve ? Vous donnerez
aussi F’ en fonction de a et de b.

ke_F(t) ’

4. Continuer les 2 phrases suivantes.
(a) Une solution particuliére évidente de (Ey) : 2y —3y=06est ..........ccoin...

(b) Une solution particuliére évidente de (Es) : 2y —zy =z est ..........cooovin...
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3 Equations différentielles linéaires du second ordre (2 points)
On considére I'équation différentielle (E) ay” + by’ + cy = 0 ot (a, b, c) € R? avec a # 0.

On note (C) I’équation caractéristique associée a (E). Continuer les phrases ci-dessous :

1. (C) est 'équation mathématique : ........................

2. Si 3 et —4 sont les deux racines réelles de (C) alors 'ensemble des solutions de (E) est formé des fonctions de la forme :

3. Si —2 + 3i est une des deux racines complexes de (C') alors ’ensemble des solutions de (F) est formé des fonctions de

la forme :

4 Etude locale de fonctions (5,5 points)

Les questions sont indépendantes.

1. Donner le développement limité au voisinage de 0 a ’ordre 4 de

(a) In(14x). Le DLest : In(14@) = oottt e e

(b) sin(z). Le DLest : SI(X) = oottt e

2. Soient f et g deux fonctions telles qu’au voisinage de 0, f(z) = z — 22? + 2% + o(2?) et g(x) = 1 + 3z — 2% + o(2?).

(a) Donner (sans justifier) un équivalent simple en 0 de f(z) et de g(z) — 1.



