Controéle de cours, mathématiques S2 lundi 30 janvier 2023

Controéle de cours 1 (1 heure)

Nom : Prénom : Classe :

N.B. : Le baréme est sur 20. Il y a en tout quatre questions de cours.

1 Polynémes

Cours 1 : divisibilité et division euclidienne (3 points)

Soit (E, F) € (R[X])2. On suppose de plus que E n’est pas le polyndéme nul.

1. Donner la définition mathématique de E'| F' ainsi qu’un exemple avec E = 2X — 1 et F' de degré 2.

Cours 2 : racines (6 points)

Les questions sont indépendantes.

1. Soit P € R[X] de degré strictement supérieur a 3. Mettre les symboles =, <= ou <= a la place des pointillés.
a) 1 racinede P ------ (X-1)|P. b)(X—-12P - P(1)=0 ¢)P0O)=0------ (X2-X)|P

2. Soient P € R[X] et a € R telle que P(a) = P'(a) = P"(a) = 0 et P®)(a) # 0. Quel est I'ordre exact de multiplicité de
la racine a? A quoi cet énoncé est-il équivalent en termes de divisibilité ? Traduire ensuite & I’aide de quantificateurs
ce que vous avez écrit.
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3. Donner un exemple d’un polynéme de R[X], de degré 6 qui admet —1 comme racine d’ordre de multiplicité exactement
3 et tel que P(0) = P’(0) = 0. On ne vous demande pas de justifier.

4. Soit P(X) = X3(X +2)2(X?2 - X —6)(X?+ X +1).
(a) Donner le degré de P en expliquant briévement comment vous ’avez obtenu.

(b) Ecrire P comme produit de polynoémes irréductibles dans R[X] (justifier briévement). Donner ensuite toutes les

racines réelles de P.

2 Equations différentielles

Cours 3 (7 points)

Soit I’équation différentielle (Ep) a(t)y’(t) +b(t)y(t) = 0 ol a et b sont deux fonctions définies et continues sur R. On suppose
de plus que la fonction a ne s’annule pas sur R.

On note Sy I'ensemble de toutes les solutions de (Ejp).

Un professeur demande a un éléve d’expliciter précisément ’ensemble Sy au tableau. L’éléve note alors :

t — ke PO
1. Le professeur demande a ’éléve d’étre plus précis et d’écrire F' en fonction de a et de b. Qu’écrit I’éléve ? Vous donnerez

aussi F en fonction de a et de b.

R R
So = { - ke R} . Cette égalité est notée (x) par la suite.

2. Nous cherchons a présent a démontrer ce théoréme rigoureusement.

(a) Soit yo € Sy une solution de (Ey).
On introduit la fonction dérivable sur R : z : t — yo(t)e?’®). Calculer la dérivée de z sur R. En déduire que 2 est
une fonction constante et conclure sur la forme de yq.
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(b) Quelle inclusion de I’égalité (x) venez-vous de démontrer ?

3 Développements limités

Cours 4 (4 points)

Donner les développements limités au voisinage de 0 & I'ordre 3 de

1. f(x)=¢€"



