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S2 B3 Correction EV

Exercice 1 : sous-espaces vectoriels

1. Soient E un R-espace vectoriel et F' un ensemble. Donner les conditions mathématiques pour avoir : « F est un sous-

espace vectoriel de E »

F est uns sous-espace vectoriel de de E <= 1) FC E, 2)0g€F, 3)VY(u,v)€F2VacR, aut+vekF.

2. Dire si les ensembles suivants sont des R-espaces vectoriels. Justifiez rigoureusement votre réponse.

(a)

(b)

F={PeR[X], P/(1)=1}

Orpx] ¢ F' donc F' n’est pas un espace vectoriel.
G= {(x,y,z) €R3 22 = z}
eOnaGCR3etOgs € Hcar2x0=0.

e Soient (u = (x,y,2),v = (2/,y,2") € G* et a € R.
Onaau+v=(ax+2,ay+y,az+2"). Ainsi, 2 (az + 2') = a X 22+ 22" = az+2’. On en déduit que au+v € G.

e Conclusion : G est donc un sous-espace vectoriel de R3. C’est donc un R-espace vectoriel.

H={feRF¥ 3(a,b) e R:,Vz €R, f(z) = az + b} (ensemble des fonctions affines).
e Ona H C R® et Oge € H car, pour tout réel x, Ogr(x) = 0z + 0.
e Soient (f,g) € H? et a € R.

Comme f € H, 3(a,b) € R? tel que Vo € R, f(z) = ax + b et comme g € H, 3 (a’,b') € R? tel que Vz € R,
glz)=dx+V¥.

Soit € R. On a alors (a f + g)(z) = af(z) + g(z) = a(ax +b) + (d’z + V') = (aa + a')z + (ab+ V). Comme
aa+a €Ret ab+b € R, on en déduit que o f + g € H.

e Conclusion : H est donc un sous-espace vectoriel de RE. C’est donc un R-espace vectoriel.

3. Donner sans justifier :

(a)

(b)

un sous-espace vectoriel de E = R[X] autre que E et {0g}.

{P € R[X], P(1) = 0} est un sous-espace vectoriel de E.

un sous-ensemble de E = R? (autre qu’un singleton) qui ne soit pas un sous-espace vectoriel de E.

{(:137 y) ERZ x+y= 1} n’est pas un sous-espace vectoriel de F.

Exercice 2 : somme de sev

Dans E =

R3, on considére les deux sous-espaces vectoriels F = {(x,y, 2) ER3, x = 0} et G = {(J:, y,2) ER3, 2 = O}

1. Géométriguement, que représentent F et G %.

Ce sont deux plans.

2. Soit u = (1,y,z) € R®. Le vecteur u appartient-il a F + G ? Justifier.

Oui car on peut écrire par exemple u = (z,y,z) = u; + us avec uy = (0,y,2) € F et ug = (2,0,0) € G.
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3. A-t-on E = F + G ? Justifier.

De la question précédente, on a montré que pour tout u € R?, u € F + G. Ainsi R® C F + G. Or F + G C R®. Donc
F+G=R3.

4. A-t-on E = F & G ? Justifier. Vous rappellerez avant la caractérisation mathématique avec les quantificateurs de
E=Fa®G.

E = F @G signifie : Vu € E, A (uy,uz) € F X G tel que u = uy + us.

Ici, nous n’avons pas 'unicité de la décomposition car dans la question 2. on aurait aussi pu écrire u = v1 + vy avec
v = (0,0,2) € F et vo = (z,y,0) € G. Et en fait, il y a une infinité de décompositions possibles. Donc, ici E # F @ G.

5. FUG est-il un sous-espace vectoriel de R 2 Justifier.

Non car v = (0,1,1) € F doncu € FUG. v=(1,1,0) € G donc v € FUG. Mais u+ v = (1,2,1) n’est ni dans F', ni
dans G donc u+ v ¢ FUG. F'UG n’est pas un sous-espace vectoriel de E.

Exercice 3 : les familles

Dans R3, on considere la famille de vecteurs F = (u,v,w).

1. Donner la définition mathématique (avec les quantificateurs) de « F est une famille libre de R? ».
F est libre < [V(a,ﬁ,’y) ER3, au+prv+yw=0p = a=f=7= 0]

2. Donner la définition mathématique (avec les quantificateurs) de « F est une famille liée de R3 ».
Fest lice <= [T (o, B,7) € R¥\ {(0,0,0)}, au+ Bv+ yw = Ops]

3. Donner la définition mathématique (avec les quantificateurs) de « F est une famille génératrice de R? ».
F génératrice de R? <= [VX € R?, (o, ,7) € R?, X = au + Sv +yw]

4. Donner, sans justifier, un exemple d’une famille libre de R composée de 8 vecteurs.
F = (u=(1,0,0),v=(0,1,0),w = (0,0,1)) est libre.

5. Donner, sans justifier, un exemple d’une famille liée de R® composée de 8 vecteurs.

F=(u=(1,0,0),v=(0,1,0),w = (1,1,0)) est lice.



