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CORRECTION MIDTERM S2

Exercice 1
1
1. Résoudre sur I =]0,+oo[ I’équation différentielle (E) xy' + J¥= —2.

e Etape 1 : Résolution de (Ey) xy’ + %y =0
On a .
o) = ke~ s e - By

e Etape 2 : Recherche d’une solution particuliére de (F). Yp :  — —4 est une solution évidente.

I — R kel
5= .
v VT

2. Résoudre dans R l’équation différenticlle (E) 2y" + 8y’ + 8y = 3e~2*

e Etape 3 : conclusion

e Etape 1 : Résolution de (Ey) 2y" + 8y’ + 8y =0
L’équation caractéristique est (C) 2r? + 8r +8 = 0 = 2(r + 2).
D’ou
yo(x) = (kyx + ko)e 2 (ky, kp) € R?

e Ltape 2 : Recherche dune solution particuliére de (E). On la cherche sous la forme y,(z) = Q(z)e~2*. On a alors

Yp(z) = (Q'(z) —2Q(x)) €72 et yy () = (Q"(z) — 4Q'(z) +4Q(w)) e™>*.

En réinjectant dans (E), on obtient aprés calculs, y,(z) solution particuliére de (F) <= 2Q"(z) = 3. On peut donc

3 3z
choisir Q' (x) = 2% et Q(z) = %. Par conséquent, y,(x) = %6_296
e Etape 3 : conclusion
g R — R ;(k‘hkz)ERQ
= 2
r > (kiz+ko)e 2 4+ 322

Exercice 2

1. Soient f et g deuz fonctions telles qu’au voisinage de O :

f(x)=o(x®) et g(x) = 2?c(x) avec}:ig%) e(x) =0
(a) A t-on f(z) = o(2?) au voisinage de 0 ? f(x) = o(x?) au voisinage de 0 ? Justifier.
Comme, f(z) = 23¢(x) avec ¢(x) — 0, on a alors f(x) = 22 (z¢(x)) avec zd(x) — 0. Ainsi, f(z) = o(x?). En
revanche, on ne peut pas dire que f(x) = o(z*).
(b) Déterminer le plus grand entier naturel n pour lequel on peut affirmer que f(x) — 2g(z) = o(z™) au voisinage de 0.
On a f(z) — 2g9(x) = 23¢(z) — 22%c(x) = 22 (vg(x) — 2¢(x)) avec x¢p(x) — 2¢(x) = 0.
Donc, f(x) — 2g(x) = o(z?) (pas mieux).

2. Soient f et g deux fonctions telles qu’au voisinage de 0 :

fx)=1+z+2>+o(@®) et glx)=2x+ 2% — 2>+ o(z?)

Donner des équivalents simples en 0 de : f(z), g(z) et 2zf(z) — g(z).

Ona f(z) ~1et g(z) ~ 2x.
De plus, 2z f(x) — g(x) = 22+ 222 +o(2?) — 2z — 22+ o(2?) (inutile d’aller a I'ordre 3). Ainsi, 2z f(z) — g(x) = 2%+ o(z?).
Donc, 2z f(x) — g(x) ~ 22
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3. Proposer un développement limité en 0 a lordre 3 d’une fonction h non nulle qui vérifierait en O :

h(x) ~ =3z et h(z)+ 3z ~ 5z?

Par exemple, h(z) = —3x + 522 + 723 + o(23). En fait, on pouvait prendre ce qu’on voulait pour le coefficient de z3.

4. Proposer un développement limité en 0 a 'ordre 4 d’une fonction i non nulle qui vérifierait en O :

Il n’y avait quune réponse : i(z) = 2z + o(a?).

Exercice 3

Dans cet exercice, vous prendrez soin de mettre en évidence les développements limités usuels que vous utiliserez au fur et a
mesure.
1. Donner le développement limité en 0 & 'ordre 3 de f(x) = sin(2z)e™".
On a
f@) = (0= o) x (1-2+ S5+ 52 4 o(a?))
= 2z7%+0(z3))x(lfor%f%Jro(xS))
= 22222+ 23— %—!—o(x?’)
= 2x—22%— % + o(z?3)
2. Donner le développement limité en 0 a l'ordre 3 de g(z) = In (1 + = + cos(z)).
On a
g(z) = In(l4+xz+1- ’32—2+0(933)>

)
~ In 2(1+%—%+0(w3)>)
= In(2)+1In (1 + 35— % + 0(x3)>
Posons u = § — % + o(z?) = 0. On a alors : u? = 9”7‘2 - % +o(z3) et u? = % + o(z3). Comme en 0, In(1 + u) =

u— ”72 +w g o(u?), on obtient

3
x x2 x? 3 2 x 3z 28
g(x) n()—i—2 1 8+8+24+0(:v) n()+2 g +6+0(:c)
Exercice 4
«/1 202 — 2 2\ _ .2
1. Calculer lim ter ?OS( v ) v
50 e~® +sin(x) — 1
2 2 Lo 2 %(%_1) 4 4 4a* 4 2
o N(z) =+/1+222 —cos (22°) —x =1—|—§(2x )—I—T(le ) + o(x®) — 1—74—0(35 ) ) —a”.
4 4 4
Ainsi, N(z) = —%+2x4+0(x4) = 3%+0(x4). On en déduit que N(x) ~ 3%

x? x? x?
e D(z)=e¢ " +sin(z)—1=1—-z+ 5 +o(z)+z+o(z?) -1= 5 + o(x?). Ainsi, D(z) ~ 5

4
N 3z V14222 — cos (222) — 22
(2) ~ 22 = 322, Comme 322 — 0, on a lim - ( )
D(z) 2 z—0 =0 e ® +sin(x) — 1

Z2
2. Calculer lim (msin (1)> .
r——+00 €T
2

(m ¢in (1>) _ ot In(esin(1)) _ 2?In(z(2— gdgto( ) — p2® n(1- sy to( 2
T

2
1 x
Ainsi, lim <xsin <)> =e 6.
T—+00 xX

=0

e On en déduit alors que

|-

)) — e (~5tzto()) — o ko))

S
8
N"“

ol
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Exercice 5

Les ensembles suivants sont-ils des R-espaces vectoriels ¢ Justifiez rigoureusement votre réponse.
1. E={(u,) e RYVneN,u, >—1}.
Prenons (u,) = (2). OnaVn €N, u, =2 > —1. Donc (u,) € E.
En revanche pour (v,,) = —(uy,) = (=2),onaVn € N, v, < —1. Donc (v,,) ¢ E.
FE n’est donc pas un R-espace vectoriel.

2. F = {u€R3, u=aes + Bes;(a, ) ERz} oue; = (1,1,0) et ea = (0,5, 3).

o De par sa définition, FF C R3. De plus, Ogs = Oe; + Oes. D’otl, Ops € F.
e Soient (u,v) € F? et o € R. On sait alors que : u = aes + bes avec (a,b) € R? et v = a’e; + V'eq avec (a', V') € R?.
Ainsi, au+v = (aa+a')eg + (ab+ V') ea. Comme aa +a’ € R et ab+ b € R, on en déduit que au+v € F.
o Ainsi, F est un sous espace vectoriel de R3. C’est donc un R-espace vectoriel.
3. G={f:R — R, f(z) = o(x) au voisinage de 0}
e De par sa définition, G C RE. De plus, Oge € F.
e Soient (f,g) € G% et a € R. On sait alors que : f(z) = o(x) = xe(x) avec &(x) — 0 et g(x) = o(x) = z¢p(x) avec
o(x) -2 0. Ainsi, au +v = z (ae(z) + ¢(x)). Comme ae(x) + ¢(z) = 0, on en dgduit que af +g € G.

o Ainsi, G est un sous espace vectoriel de RE. C’est donc un R-espace vectoriel.

Exercice 6
Soit un entier n > 5. On considére le polynome P,(X) = X"Tt —2X" 4 2Xn~1 —2X"=2 4 xn=3,

1. Vérifier que 0 est une racine de P et donner, sans calcul, son ordre exact de multiplicité en justifiant.
Ona P,(X) = X" 3 (X* - 2X? +2X? - 2X + 1) = X" 3Q(X). Comme Q(0) = 1 # 0, on en déduit que X" 3| P,
et X"~ 2 ne divise pas P,. Ainsi, 0 est bien une racine de P, d’ordre de multiplicité exactement égal a n — 3.

2. Montrer que 1 est une racine de P. Trouver son ordre exact de multiplicité.
11 suffit de montrer que 1 est une racine de @ et de trouver sa multiplicité.
OnaQ(1)=1-2+2-2+1=0.Deplus, Q' (X) = 4X3 - 6X2+4X —2. Do, Q'(1) =4—-6+4—2 = 0. Et,
Q"(X)=12X?-12X +4. Do, Q"(1) =12 —12+4 =4 #£0.
1 est donc une racine de @ (donc de P,,) d’ordre 2 exactement.

3. On prend dans cette question n = 11. Ainsi, P11(X) = X2 —2X11 +2X10 _2X9 4+ X8 En vous aidant des questions
précédentes, trouver la factorisation de Pyy en polynomes irréductibles dans R[X].

On a Pp1(X) = X3Q(X) et (X —1)?| Q. On pose alors la division euclidienne de @ par (X —1)? = X2 — 2X + 1.
On trouve : Q(X) = (X2 —-2X + 1) (X2 + 1). Le polynéme X2 + 1 ayant un discriminant strictement négatif, il est
irréductible dans R[X].

En conclusion, on obtient alors la factorisation suivante de Pi1(X) en polynomes irréductibles dans R[X] :

Pi(X)=X3(X —1)%(X?+1)

Exercice 7

Le but de lexercice est de trouver tous les polynémes P de degré 3 tels que (X —1)?|P(X) — 1 et (X + 1)?|P(X) + 1.
Considérons pour cela P(X) = aX3 +bX? + cX +d avec (a,b, c,d) € R* vérifiant U’hypothése :

(H) : (X -1DYP(X)—1 et (X+1)?P(X)+1

Introduisons aussi les deuz polynomes : A(X) = P(X) —1 et B(X) = P(X) + 1.
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1. Citer toutes les informations concernant les polynomes A et B que l'on peut déduire de (H) ?

Pour A, on a (X — 1)?| A ainsi, A(1) = A’(1) = 0.
Pour B, on a (X +1)?| A ainsi, B(—1) = B'(-1) = 0.

2. En déduire P(1), P'(1), P(—1) et P'(-1).

On remarque que A'(X) = B/(X) = P’(X). Ainsi, de la question précédente, on a P(1) =1, P(-1) = -1, P/(1) =0

et P'(—1) =0.
3. En déduire tous les polynomes P de degré 3 vérifiant (H).
P =0 3a + 20 + ¢ 0
. P(-1) = 0 3¢ — 2% + ¢ 0
P vérifie (H
vérifie (H) < P(1) _ 1 V. Y b 4+ 4+ o d 1
P(-1) = -1 -a + b — ¢ + d = -1
Li — Ly donne b =0 et Ly + Ly donne ¢ = —3a. L3 + L4 donne 2b+ 2d = 0 et L3 — L4 donne 2a + 2¢ = 2. D’on,
b =0 b =0
¢ = —3a d = 0
P vérifie (H
vérifie (H) < % 4+ 24  — =N, 1/2
2 + 2¢ = 2 c = 3/2
N X? 03X
Il n’y a donc qu’un seul polynéme vérifiant (H) : P(X) = — + -



