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Corrigé du controle 2

Exercice 1 (4,5 points)

1. En posant u(z) = In(z + vz2 + 1) et o'(z) =1, on a v(z) = z et

Firon 1 ( by ) 1
wirl= ——x (1l — | =
z+vVri+1 vt 4+1 N
et S = ——1
Donc I = {xln (x++va?+ I)} —/ ———dr=In(1+ \,-’2) - [\;3_‘_2 il 1] -
0 o vzl 1l ) ]

Ainsi T =12 +1n (1 +3).
2. En posant u = v/, on a t = »” done dt = 2udu.
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Ainsi J = / o e / T
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dt
3. En posant w=1In(t}, on a du = s

u

.1
Ainsif'zj - —du = -
a 1+ 132 :
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1
[ln(l - 1:.2)} = %in(?).
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Exercice 2 (2 points)

1. On peut en conclure que (wn) = (un -+ vn) est divergente. En effet supposons par 'absurde que (w,) converge
alors () = (wn — un) convergerait (comme somme de deux suites convergentes) ce qui contredit I’hypothése.

2. On ne peut rien conclure comme U'illustrent les 2 exemples suivants :
P E

(un) = (n) et (vn) = (1 — n). {un) ct (v,) divergent et (un + vs) = (1) converge,
(1) = (n) el (vn) = (). (un) et (vy,) divergent et (u, + v,) = (n 4+ &™) diverge.

Exercice 3 (3,5 points)

L sl o (n+1)! " n” _ ( . n )ﬂ'.

Up - (n 4+ 1)+l nl n+1

ki

M1 T s 5

2. Pour tout n € N*, =2+t — ( T ]) % 1, donc (un) est décroissante.
Un n+

Comme de plus la suite réelle (u,,] est minorée par 0, elle est convergente.

n n—1 n-—2
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Comme les n — 1 premiers termes positifs de ce produit sont inférieurs ou égaux 4 1, on a u, <

P

1
4. On a done 0 5 u, £ — — 0 done (u,) converge vers 0.
Tl n—4oo
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Exercice 4 (2 points)

1. Soit n e I~

1 1 4 n 1
e T er=——— - — 4= s .. L i
T 241 n?42 n:+n
Uy, cst done la somine de n termes dout le plus grand est 12;4-1 Alnsi
b, Leans
£ Up €
b L n‘z 4 l
Or
n
PRSNG|

12 41 n—+oo

Done, via le théoréme des gendarmes, (w,) converge vers 0.

2. Soit n e N*.
n 7

T N G A T SO -
" nz—i-l—rnz—i-Z‘{ +-:'.1,2+n

nu, est donc la somme de n termes dont le plus grand est r_;fl-l et le plus petit est 22— Ainsi

ni4n
e B
— el
nZ4+n ne+1
Or
ot
n’
F ey
n*4+n n—=+toa
et 3
n
1

n? + 1 n—too

Done, via le théoréme des gendarmes, (nu,,) converge vers 1.

Exercice 5 (3 points)

/ 1 1 1Y )
1. n? "1—0—ln(1+—,;)—1 =n? (14——2—1—()(—,,)) s ] e 1+_i+o i, —7 |
V n? n n? 2 <

P SR
: / 1 1 ;
Domnc n’ (V"] + In (1 + T—?‘E) = l) =3 + o(1).

AR
Ainsi, i 2lif1l4n(l+=)-1]==.
insi, n_{r_il_lmn (\f/ 11( +n2) ) 5
" nlnf{lnlet+L]) ninlln(e)+n{14 -+
" (](+1)) _ ilnetd)) _ ninfinte)bm(i+2)]
n

e
1 nln(1+L 4ol Lo 1401
Done (}n(c—l—-ﬁ-)) = (142 ()):8“(- oL )):8. ().

AR
Ainsi lim (ln (e + —-) ) =e .
n——4oc T
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Exercice 6 (3 points)

Soit nn = 1.
1 , . .
sl — Uy = m = 0 done (u,) est croissante.
1 1 1 1 1 n+nn+1)—(n41)?
Unael — U = Up — -+ e \—;—!— ot -
7 Y Ve — e +1 n (r+1)2 n4+l n nln+1)2
1

SOIT encore vnu4q — Up = < 0 donc (wy,) est décroissante.

Cnfn+1)2

Up — Up = — ——— (.
71 n——oo

Ainsi (u,) et (v,) sont adjacentes.

Exercice 7 (3 points)
1. E est un R-ev car c’est un sev du R-ev R[X].
En eflet, E ¢ B[X], £ # 0 puisque le polynéme nul est dans E.
D’autre part, si (P,Q) € E*et A€ R, AP+ Q € E car

(AP +Q)(1) = AP(1) + Q(1) = AP'(2) + Q'(2) = (AP + Q)'(2)

2. F est un B-ev car c'est un sev du R-ev [E2
En effet, £ C R?, E # 0 puisque le vecteur nul (0, 0) est dans £.
D’autre part, st (v = (z,y),v = (z', y’)) eFfet AeR, Autv=(0Az+2" dy+y)€F car

Va(hz + 2') — n(3)(y +¥) = Mz - In(3)y) + vz’ — ln(3)y’ = 0

3. G n'est pas un R-ev car par exemple (us) = ((-1)") € G, (vp) = (1= (~1)*) € G mais (un) + (v,) qui est la

suite constante égale & 1 n’est pas dans (3.



