
❆❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡

❈♦♥trô❧❡ ♥♦ ✷ ✭❈✷✮

■♥❢♦✲s✉♣ ❙✷★

❊♣✐t❛

♥♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✶✾

❈♦♥s✐❣♥❡s ✭à ❧✐r❡✮ ✿

✷ ❱♦✉s ❞❡✈❡③ ré♣♦♥❞r❡ s✉r ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ré♣♦♥s❡s ♣ré✈✉❡s à ❝❡t ❡✛❡t✳

✕ ❆✉❝✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ♥❡ s❡r❛ r❛♠❛ssé❡ ✭❣❛r❞❡③ ✈♦s ❜r♦✉✐❧❧♦♥s ♣♦✉r ✈♦✉s✮✳

✕ ❘é♣♦♥❞❡③ ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♣ré✈✉s✱ ❧❡s ré♣♦♥s❡s ❡♥ ❞❡❤♦rs ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ❝♦rr✐❣é❡s ✿ ✉t✐❧✐s❡③ ❞❡s
❜r♦✉✐❧❧♦♥s ✦

✕ ◆❡ sé♣❛r❡③ ♣❛s ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s à ♠♦✐♥s ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❧❡s ré✲❛❣r❛❢❡r ♣♦✉r ❧❡s r❡♥❞r❡✳

✕ ❆✉❝✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ❛✉ ❝r❛②♦♥ ❞❡ ♣❛♣✐❡r ♥❡ s❡r❛ ❝♦rr✐❣é❡✳

✷ ▲❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ♥♦té❡ ❡♥ ♠♦✐♥s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ✈♦✉s êt❡s ♥♦té s✉r ✷✵ ❡t q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥
✭✷ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠✮ s♦♥t r❡t✐rés ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦t❡✳

✷ ▲❡ ❝♦❞❡ ✿

✕ ❚♦✉t ❝♦❞❡ ❞♦✐t êtr❡ é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ P②t❤♦♥ ✭♣❛s ❞❡ ❈✱ ❈❛♠❧✱ ❆❧❣♦ ♦✉ ❛✉tr❡✮✳

✕ ❚♦✉t ❝♦❞❡ P②t❤♦♥ ♥♦♥ ✐♥❞❡♥té ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ❝♦rr✐❣é✳

✕ ❚♦✉t ❝❡ ❞♦♥t ✈♦✉s ❛✈❡③ ❜❡s♦✐♥ ✭❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ♠ét❤♦❞❡s✮ ❡st ✐♥❞✐q✉é ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ✦

✷ ❉✉ré❡ ✿ ✷❤✵✵

✶



❆❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡
❈♦♥trô❧❡ ♥♦ ✷ ✭❈✷✮ ✕ ♥♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✶✾

■♥❢♦✲s✉♣ ❙✷★
❊♣✐t❛

❉✉ ❝♦✉rs

❊①❡r❝✐❝❡ ✶ ✭❆r❜r❡s ❜✐♥❛✐r❡s ✕ ✹ ♣♦✐♥ts✮

❙♦✐t ❧✬❛r❜r❡ ❇ ❂ ④ε✱✵✱✶✱✵✵✱✵✶✱✶✵✱✶✶✱✵✵✵✱✵✶✶✱✶✶✵✱✶✶✶✱✵✵✵✶✱✵✶✶✵✱✵✶✶✶✱✶✶✵✶⑥✳

✶✳ ❘❡♣rés❡♥t❡r ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❛r❜r❡ ❇ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ét✐q✉❡tt❡ à ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ s♦♥ ♥✉♠ér♦ ❞✬♦r❞r❡
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳

✷✳ ◗✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥t ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❇ ❄

✸✳ ◗✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❡①t❡r♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❇ ❄

❊①❡r❝✐❝❡ ✷ ✭❆❇❘ ✿ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✕ ✷ ♣♦✐♥ts✮

P❛r♠✐ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❡s ♥♦❡✉❞s r❡♥❝♦♥trés
❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ✹✷ ❄

✶© ✺✵ ✲ ✶✺ ✲ ✹✽ ✲ ✷✷ ✲ ✹✻ ✲ ✹✷
✷© ✹✽ ✲ ✶✺ ✲ ✹✺ ✲ ✷✷ ✲ ✹✼ ✲ ✹✷
✸© ✶✺ ✲ ✷✷ ✲ ✹✺ ✲ ✹✸ ✲ ✸✺ ✲ ✹✷
✹© ✷✷ ✲ ✹✺ ✲ ✹✸ ✲ ✶✺ ✲ ✸✺ ✲ ✹✷

❉❡s ♠❛tr✐❝❡s

❊①❡r❝✐❝❡ ✸ ✭❚r❛♥s♣♦sé❡ ✲ ✸ ♣♦✐♥ts✮

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ tr❛♥s♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ AT ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ é❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❡t ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ A✳

A =

(

1 3 5

2 4 6

)

❛❧♦rs AT
=





1 2

3 4

5 6





➱❝r✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ tr❛♥s♣♦s❡✭M✮ q✉✐ ❝♦♥str✉✐t ❡t r❡t♦✉r♥❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ tr❛♥s♣♦sé❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M ♥♦♥
✈✐❞❡✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✹ ✭❙②♠étr✐❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ✕ ✺ ♣♦✐♥ts✮

➱❝r✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈❴s②♠♠❡tr✐❝ q✉✐ ✈ér✐✜❡ s✐ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✭s✉♣♣♦sé❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡✮ ❡st s②♠étr✐q✉❡ s❡❧♦♥ ✉♥ ❛①❡
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✭s②♠étr✐❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡✮✳

✶ ✶ ✶✵ ✶✵ ✼
✶✵ ✵ ✾ ✸ ✽
✸ ✶ ✹ ✼ ✺
✵ ✽ ✶ ✶ ✶
✸ ✶ ✹ ✼ ✺

✶✵ ✵ ✾ ✸ ✽
✶ ✶ ✶✵ ✶✵ ✼

❋✐❣✉r❡ ✶ ✕ ▼❛t✶

✶ ✶ ✶✵ ✶✵ ✼
✶✵ ✵ ✾ ✸ ✽
✸ ✶ ✹ ✼ ✺
✵ ✽ ✶ ✶ ✶
✸ ✶ ✹ ✼ ✵

✶✵ ✵ ✾ ✸ ✽
✶ ✶ ✶✵ ✶✵ ✼

❋✐❣✉r❡ ✷ ✕ ▼❛t✷

✶ ✶ ✶✵ ✶✵ ✼
✶✵ ✵ ✾ ✸ ✽
✸ ✶ ✹ ✼ ✺
✸ ✶ ✹ ✼ ✺

✶✵ ✵ ✾ ✸ ✽
✶ ✶ ✶✵ ✶✵ ✼

❋✐❣✉r❡ ✸ ✕ ▼❛t✸

❊①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡s ✜❣✉r❡s ✶✱ ✷ ❡t ✸ ✿

✶ ❃❃❃ ✈❴s②♠♠❡tr✐❝✭▼❛t✶✮

✷ ❚r✉❡

✸ ❃❃❃ ✈❴s②♠♠❡tr✐❝✭▼❛t✷✮

✹ ❋❛❧s❡

✺ ❃❃❃ ✈❴s②♠♠❡tr✐❝✭▼❛t✸✮

✻ ❚r✉❡

✷



❆❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡
❈♦♥trô❧❡ ♥♦ ✷ ✭❈✷✮ ✕ ♥♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✶✾

■♥❢♦✲s✉♣ ❙✷★
❊♣✐t❛

❉❡s ❛r❜r❡s ❜✐♥❛✐r❡s

❊①❡r❝✐❝❡ ✺ ✭▼❛①✐♠✉♠ P❛t❤ ❙✉♠ ✕ ✷ ♣♦✐♥ts✮

❉❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡ ❜✐♥❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡
♥÷✉❞s s✉r ❝❡tt❡ ❜r❛♥❝❤❡✳

➱❝r✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛①♣❛t❤✭B✮ q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❜✐♥❛✐r❡ B ✭❞♦♥t
❧❡s ❝❧és s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs✮✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✱ ❧❛ s♦♠♠❡ r❡t♦✉r♥é❡ s❡r❛
✷✻ ❂ ✶✸ ✰ ✽ ✰ ✺

❋✐❣✉r❡ ✹ ✕ ♠❛①✐♠✉♠ ❂ ✷✻

❊①❡r❝✐❝❡ ✻ ✭❋✉❧❧ ❄ ✕ ✸ ♣♦✐♥ts✮

➱❝r✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢✉❧❧✭B✮ q✉✐ ✈ér✐✜❡ s✐ ❧✬❛r❜r❡ ❜✐♥❛✐r❡ B ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞ér❡r❛ ❧✬❛r❜r❡
✈✐❞❡ ❝♦♠♠❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✼ ✭▼②st❡r② ✕ ✷ ♣♦✐♥ts✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✇❤❛t ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❧✐st❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❜✐♥❛✐r❡✳

✶ ❞❡❢ ✇❤❛t✭❇✮✿

✷ ❘ ❂ ❬❪

✸ ✐❢ ❇ ✦❂ ◆♦♥❡✿

✹ q ❂ ◗✉❡✉❡ ✭✮

✺ q✳❡♥q✉❡✉❡✭❇✮

✻ q✷ ❂ ◗✉❡✉❡✭✮

✼ ▲ ❂ ❬❪

✽ ✇❤✐❧❡ ♥♦t q✳✐s❡♠♣t② ✭✮✿

✾ ❇ ❂ q✳❞❡q✉❡✉❡ ✭✮

✶✵ ▲✳❛♣♣❡♥❞✭❇✳❦❡②✮

✶✶ ✐❢ ❇✳❧❡❢t ✦❂ ◆♦♥❡✿

✶✷ q✷✳❡♥q✉❡✉❡✭❇✳❧❡❢t✮

✶✸ ✐❢ ❇✳r✐❣❤t ✦❂ ◆♦♥❡✿

✶✹ q✷✳❡♥q✉❡✉❡✭❇✳r✐❣❤t✮

✶✺ ✐❢ q✳✐s❡♠♣t② ✭✮✿

✶✻ ❘✳❛♣♣❡♥❞✭▲✮

✶✼ ▲ ❂ ❬❪

✶✽ ✭q✱ q✷✮ ❂ ✭q✷✱ q✮

✶✾ r❡t✉r♥ ❘

❋✐❣✉r❡ ✺ ✕ ❆r❜r❡ ❇

❉♦♥♥❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ✇❤❛t à ❇ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳

✸



❆❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡
❈♦♥trô❧❡ ♥♦ ✷ ✭❈✷✮ ✕ ♥♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✶✾

■♥❢♦✲s✉♣ ❙✷★
❊♣✐t❛

❆♥♥❡①❡s

▲❡s ❛r❜r❡s ❜✐♥❛✐r❡s

▲❡s ❛r❜r❡s ❜✐♥❛✐r❡s ♠❛♥✐♣✉❧és ✐❝✐ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉✬❡♥ t❞✳
✕ ◆♦♥❡ ❡st ❧✬❛r❜r❡ ✈✐❞❡✳

✕ ▲✬❛r❜r❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss ❇✐♥❚r❡❡ ❛✈❡❝ ✸ ❛ttr✐❜✉ts ✿ ❦❡②✱ ❧❡❢t✱ r✐❣❤t✳

✶ ❝❧❛ss ❇✐♥❚r❡❡✿

✷ ❞❡❢ ❴❴✐♥✐t❴❴✭s❡❧❢ ✱ ❦❡② ✱ ❧❡❢t ✱ r✐❣❤t✮✿

✸ s❡❧❢✳❦❡② ❂ ❦❡②

✹ s❡❧❢✳❧❡❢t ❂ ❧❡❢t

✺ s❡❧❢✳r✐❣❤t ❂ r✐❣❤t

❋♦♥❝t✐♦♥s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❛✉t♦r✐sé❡s

❙✉r ❧❡s ❧✐st❡s ✿

✕ ❧❡♥

✕ ❛♣♣❡♥❞

❆✉tr❡s ✿

✕ r❛♥❣❡

✕ ❛❜s

✕ ♠✐♥ ❡t ♠❛①✱ ♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s ✦

▲❡s ✜❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝♦❞❡ à ❧✐r❡

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ◗✉❡✉❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ ✐♠♣♦rté❡ ✿
✕ ◗✉❡✉❡✭✮ r❡t♦✉r♥❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✜❧❡ ❀
✕ q✳❡♥q✉❡✉❡✭e✮ ❡♥✜❧❡ e ❞❛♥s q ❀
✕ q✳❞❡q✉❡✉❡✭✮ s✉♣♣r✐♠❡ ❡t r❡t♦✉r♥❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r é❧é♠❡♥t ❞❡ q ❀
✕ q✳✐s❡♠♣t②✭✮ t❡st❡ s✐ q ❡st ✈✐❞❡✳

❱♦s ❢♦♥❝t✐♦♥s

❱♦✉s ♣♦✉✈❡③ é❣❛❧❡♠❡♥t é❝r✐r❡ ✈♦s ♣r♦♣r❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡❧❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞♦❝✉♠❡♥té❡s ✭♦♥ ❞♦✐t
s❛✈♦✐r ❝❡ q✉✬❡❧❧❡s ❢♦♥t✮✳

❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ é❝r✐t❡ ❞♦✐t êtr❡ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ré♣♦♥❞ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥✳

✹


