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S2 B4 Correction Examen EV

Exercice 1 : sev ou pas
Les ensembles suivants sont-ils des R-espaces vectoriels ¢

1. E={(z,y,2) R}z —y=0et y—22=0}.

Prenons u = (1,1,1). On au € E. Or 2.u = (2,2,2) ¢ E car 2 — 22 = —2 # 0. La multiplication externe n’est pas
stable dans E. Donc E n’est pas un R-espace vectoriel.

2. F = {(u,) € RN, 3(a, 8) € R%, ¥ € N, i, = 2" + 3"}.

F = Vect((2"), (3™)) donc F est un sous-espace vectoriel de RN, F' est donc un R-espace vectoriel.

Exercice 2 : bases ou pas
On se place dans R3. On considére les familles suivantes :
Fi= (ul = (13 —172),’&2 = (13 -2, ].),’LLg = (_1;3,0)) et Fp = (Ul = (13 1; 1)71)2 = (2a2a 1)7”3 = (2a3a2))

Fi et Fo sont-elles des bases de R3?
e Pour Fi, on remarque que u; — 2uy = us, la famille est liée. F; n’est donc pas une base de R3.

e Soit (a, 3,7) € R3 tel que av; + Bvg + yv3 = Ogs. On a alors :

a+28+2y = 0 (Ly)
a+28+3y = 0 (L)
a+pB+2y = 0 (L)

Lo — Ly donne v =0 et Ly — Ly donne —3 = 0. Ainsi, « = f = = 0. F> est donc une famille libre.
Or Card(F,) = 3 = dim(R3), donc F; libre => F, génératrice de R3.

F, est donc une base de R3.

Exercice 3 : coordonnées
1. On se place dans E = Ry[X]. On considére la base B= (P =1—X,P, =14 X,P; = (14 X)?) de E.
(a) Soit P € E dont les coordonnées dans B sont (1,2, —1). Trouver les coordonnées de P dans la base canonique de E.
OnaP=1P +2P,—1P;=1-X+2(1+X) - (1+X)?=1-X+24+2X -1-2X - X?=2-X — X
Les coordonnées de P dans la base canonique de E sont done (2,—1,—1).
(b) Soit @ =2X? + 1. Donner les coordonnées de Q d’une part dans la base canonique de E, d’autre part, dans B.
e Les coordonnées de () dans la base canonique de E sont (1,0, 2).

e Cherchons (a, 3,7) € R3 tel que aP; + 3P, + yP3 = 2X? + 1. En remplacant et aprés développement, on a
a—aX+B+BX +v+2yX +vX? =2X? + 1. Or deux polyndmes sont égaux ssi leurs coefficients sont égaux. On
en déduit que

a+ B+ = 1 a+ = -1 3 5
—a+p+2y = 0 = —a+p = -4 <:>a:§7ﬁ:—§,'y—2
v = 2 v = 2

3 5
Ainsi, les coordonnées de @ dans la base B sont (2, 5 2).
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2. Dans E = R?, on considére la base B = (u1 = (3,2),us = (—1,2)).
(a) Ci dessous, dessiner les deuz repéres (avec 2 carreaur = 1 unité) formés d’une part, par la base canonique de R?,
d’autre part, par B. Soit w = (—5,2). Trouver graphiquement les coordonnées de u dans la base B. Vous ferez
apparaitre vos traits de construction.

Graphiquement, les coordonnées de u dans B sont : (—1,2)

(b) Vérifier par le calcul ce que vous avez trouwvé dans la question précédente.

—uy +2ug = —(3,2) + 2(-1,2) = (-3 — 2, -2+ 4) = (-5, 2).

Exercice 4 : sev engendrés

Dans Ry[X], on considere les sous-espaces vectoriels :
F = Vect(X? 4+ X) et G = Vect(X?, X)
1. Donner un vecteur appartenant o F' et un vecteur n’appartenant pas o F. Ne pas justifier.
P=2X?’+X)eFetQ=2X2+3X¢F.
2. Donner un vecteur appartenant & G et un vecteur n’appartenant pas a G. Ne pas justifier.
Q=2X?+3XeGet R=2X*+3X+2¢G.
3. AtonFCG?GCF?
e Comme Qe Get Q¢ F,onaG ¢ F.
e Soit P € F. Alors, 3a € R tel que P = a(X? + X). Ainsi, P = aX? + aX d’ou P € G. Cela montre que F C G.
4. Trouver la dimension de F et la dimension de G.

e Par définition, (X2 + X) est une famille génératrice de F. Or ce polyndéme n’étant pas nul, il constitue une famille
libre.

Ainsi, (X2 4 X) est une base de F. Donc, dim(F) = 1.

e Par définition, (X2, X) est une famille génératrice de G. Or ces deux polynémes ne sont pas colinéaires, ils constituent
une famille libre.

Ainsi, (X2, X) est une base de G. Donc, dim(G) = 2.
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Exercice 5 : sev supplémentaires ?

On s

1.

e place dans E = R3. On considére les deux sous-espaces vectoriels :

- F est le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs u; = (1,2,—1) et ug = (=2, —4, 2).
-G = {(z,y,z) ER3 204y = O}.

Trouver rigoureusement une base de F. En déduire la dimension de F.

F = Vect(uy,u2) = Vect(ug) car ug = —2uy. Ainsi, (u1) est une famille génératrice de F.
De plus, u; # 0p = (u1) est une famille libre.

(u1) est donc une base de F' et dim(F') = 1.

2. Trouwver rigoureusement une base de G. En déduire la dimension de G.

Ona G = {(z,—2x,2), (z,2) € R?} = {z(1,-2,0) + 2(0,0,1), (z,2) € R*} = Vect (v; = (1,—2,0),v2 = (0,0, 1)).
Ainsi, (v1,v2) est une famille génératrice de G.

Comme v; et v2 ne sont pas colinéaires, la famille (vy,v9) est libre. (v1,v2) est donc une base de G et dim(G) = 2.

3. Montrer que FNG = {0g}.

Soitu e FNG.Onau€e Fetue G.Orue F = JaeRu=au = (o, 2a,—«a). Puisque u; € G, on a alors
2a0+ 2a0 = 0, donc « = 0. Ainsi, u = 0g et on a montré : FNG C {0g}. Or, FNG étant un sev de E, {0g} C FNG.
Donc FNG = {0g}.

4. Rappeler la définition de F & G = E. Est-ce le cas ici ?

Onsait que F&OG=FE < (E=F+Get FNG={0g}).
On sait déja que FNG = {0g}.

De plus, dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(FNG) =142 —0= 3. Ainsi, F + G C E et dim(F + G) = dim(E).
Donc E = F +G.

On a bien ici F @ G = E.

Proposer F' sous-espace vectoriel de E tel que F' NG # {0g} mais F' + G = E. Vous préciserez ce que représente
géométriquement I’ mais ne pas justifier votre choix.

11 faut que F” soit un plan vectoriel (différent de G). On peut prendre par exemple F/ = {(x7 y,2) ER3 y = 0}.

Proposer H sous-espace vectoriel de E tel que H N F = {0g} mais H + F # E. Vous préciserez ce que représente
géométriqguement H mais ne pas justifier votre choiz.

Il faut que H soit une droite vectorielle. On peut prendre par exemple H = {(m, y,2) ER3, 2 =9y = 0}.



