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EPITA, Mathématiques

Examen S2-B4-ALM – Mai 2025

Exercice 1 : opérations matricielles (8 points)

Les questions sont indépendantes.

1. Considérons les deux matrices à coefficients réels : A =

(

x 5

0 2x

)

et B =

(

y 7

−1 3y

)

.

On pose 2A − 4B = (ci,j) ∈ M2(R). Trouver les deux réels x et y tels que c1,1 = −6 et c2,2 = −8. Calculer alors
2A− 4B.
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2. On se donne A =

(

−1

−2

)

et B =





1 2

−3 4

0 1



. Peut-on faire le produit AB ? BA ? Justifier dans tous les cas. Si oui,

effectuer ce produit en détaillant vos calculs intermédiaires.
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EPITA, Mathématiques

Examen S2-B4-ALM – Mai 2025

3. Soit A =





1 4 1

0 −1 3

−1 −3 −3



.

(a) On admet que A est inversible. Trouvez A−1. Vous ferez apparaitre tous les détails de vos calculs.
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(b) Expliquez comment vous pouvez vérifier le résultat obtenu à la question précédente.
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EPITA, Mathématiques

Examen S2-B4-ALM – Mai 2025

Exercice 2 : application linéaire (10 points)

On considère l’application linéaire f :

{

R2[X] −→ R
2

aX2 + bX + c 7−→ (2a− b+ c, a)

1. Trouver proprement la dimension du noyau de f , en précisant une de ses bases.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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2. Énoncer rigoureusement le théorème du rang. En déduire la dimension de l’image de f .
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3. f est-elle injective ? Justifier.
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4. f est-elle surjective ? Justifier.
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EPITA, Mathématiques

Examen S2-B4-ALM – Mai 2025

Exercice 3 : changement de bases (7 points)

On considère l’application linéaire f :

{

R
3 −→ R

3

(x, y, z) 7−→ (−2x− y,−2z − y, 0)
.

1. Donner la matrice de f dans la base canonique de R
3 au départ et à l’arrivée. Inutile de justifier.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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2. Donner la matrice de f dans la base B1 = ((1, 0, 0), (−1, 1, 0), (1,−2, 1)) au départ et la base canonique à l’arrivée.
Faire apparaitre vos calculs.
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3. Donner la matrice de f dans la base B1 au départ et à l’arrivée. On notera A cette matrice. Inutile de justifier.
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4. Expliquer pourquoi « en regardant » la matrice A, vous pouvez en déduire que dim(Im(f)) = 2.
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5. En déduire dim(Ker(f)). En déduire aussi une base. Justifier.
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Exercice 4 : projection (10 points)

Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie et F et G deux sous-espaces vectoriels de E.

On suppose que F ⊕G = E. Ainsi, on sait que : ∀u ∈ E, ∃ !(v, w) ∈ F ×G tel que u = v + w.

Considérons l’application linéaire p :

{

E −→ E

u 7−→ v
.

La question 4 peut être traitée en admettant les questions précédentes !

1. Supposons u ∈ F . Expliquer pourquoi p(u) = u.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2. Supposons u ∈ G. Expliquer pourquoi p(u) = 0E

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3. Soit u ∈ E quelconque. Montrer que p ◦ p(u) = p(u).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

4. On suppose ici que E = R
2, F = Vect((ε1)) et G = Vect((ε2)) où ε1 = (2, 1) et ε2 = (−2, 4).

(a) Dans le quadrillage ci dessous (1 unité=2 carreaux), dessiner les axes de R
2, F , G et u = (3, 4). Graphiquement,

trouver v ∈ F et w ∈ G tel que u = v+w. Lire graphiquement les coordonnées de p(u). Vous ferez apparaitre tous

les traits de construction.

Graphiquement, les coordonnées de p(u) sont : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(b) Justifier que B = (ε1, ε2) est une base de R
2.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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(c) Déterminer la matrice de p dans la base B au départ et à l’arrivée.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Exercice 5 : une démonstration guidée (5 points)

Soient E un R-espace vectoriel de dimension 2 et F un R-espace vectoriel de dimension 3. Soient f ∈ L(E,F ) et u ∈ E. On
note

- B = (e1, e2) une base de E (pas forcément la base canonique) et B′ = (ε1, ε2, ε3) une base de F (pas forcément la base
canonique)

- A =





a1 a2

a3 a4

a5 a6



 la matrice à coefficients réels de f dans la base B au départ et la base B′ à l’arrivée.

- U =

(

α

β

)

la matrice colonne formée des coordonnées de u dans la base B c’est-à-dire u = αe1 + βe2.

- V la matrice colonne formée des coordonnées de f(u) dans la base B′.

1. Écrire f(e1) et f(e2) en fonction de ε1, ε2 et ε3 et des coefficients de la matrice A.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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2. En déduire f(u) comme combinaison linéaire de ε1, ε2 et ε3.
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3. En déduire une formule matricielle qui donne V en fonction de A et U .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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4. Application. Prenons E = R
2, F = R2[X], f ∈ L(E,F ), B = ((1, 2), (3, 4)), B′ =

(

1, X + 1, (X − 1)2
)

et

A =





1 −1

−2 3

−3 1



 = MatB,B′(f) (même contexte que dans la question précédente !).

Soit u = (4, 6) ∈ R
2. Trouver (a, b, c) ∈ R

3 tel que f(u) = aX2 + bX + c.
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