EPITA, Mathématiques
ExaMEN S2PA-B4-CCISR — Juin 2024

S2PA B4 COR CCISR

Exercice 1 : une intégrale pour démarrer
e
1
n(z) dx. Vous ferez clairement apparaitre u, v, v et v'.

Via une intégration par parties, calculer I = / 5
1 A

1 1
On pose u(r) = In(z) et v'(z) = —. Ainsi, v'(z) = - et v(z) = - D’ou
1 ¢ 1 1 [11°
I= {_n(x)] —/ ——dr=—-— [} =——et—(et=1)=1-2"
z |, i = e x|,

Exercice 2 : suites en vrac
Les deux questions sont indépendantes.

On consideére les 6 bouts de phrases suivantes :

1.
monotone - non monotone - convergente - divergente

bornée - non bornée -
Pour chaque phrase ci-dessous, remplir les pointillés a l’aide de 3 bouts de phrases différents afin que la phrase soit

vrate.

(a) La suite (4™) est ~ non bornée , monotone et  divergente.
(b) La suite ((—1)™) est  bornée , non monotone et  divergente.
(¢) La suite (n+ (—1)") est  non bornée , non monotone et  divergente.

2. On considére les 6 bouts de phrases suivantes :

convergente vers 0 - 0 - 4+o0o - divergente - on me peut rien dire - convergente

Pour chaque phrase ci-dessous, remplir les pointillés a 'aide de bouts de phrases afin que la phrase soit vraie.

(a) Si une suite (uy,) est convergente alors (usy) est convergente.
(b) Soit (uy,) une suite. Si la limite de (uay) est O alors la limite de (u,) est on ne peut rien dire.

(c) Soit (u,) une suite. Si les suites (usy) et (usnt1) convergent vers 0 alors la suite (u,) est on ne peut rien dire.

(d) Soit (u,) une suite. Si les suites (uay) et (uant+1) convergent vers 0 alors la suite (uy) est convergente vers 0.
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Exercice 3 : suites adjacentes

3 5
Soient les suites (uy,) et (v,) définies par : ug =5, vo =15 et Vn €N, up4q1 = UTLTW et Upaq = WTU"
Soit (wy,) définie pour tout entier n € N par : w, = v, — Up,.
1. Etude de la suite (wy,).
7
(a) Montrer que la suite (wy,) est géométrique de raison ITx
Soit n € N. On a
w Y u _un+5vn73un+vn_2un+1Ovn—9un—30n_7vn—7un_l(v —u)—lw
nAL T Tl T el g 4 12 12 1t M

7
La suite (wy,) est donc géométrique de raison 5

(b) En déduire l'expression de w, en fonction de n.

7\" 7\" 7\"
Vne N, Wy = <12> wo = (12> (’U() — U()) = <12) x 10

(¢) De la question précédente, trouver le signe de la suite (ws,).

Le signe de (w,,) est immédiat : Vn € N, w,, > 0.
2. En utilisant la question précédente, montrer que les suites (u,,) et (v,) sont adjacentes.
Soit n € N. On a :

3uy, + v 3y + vy — 4u Up — U 1 . .
® Uy iy — Uy = # — Uy, = — Z L. 1 g 7Wn > 0. La suite (u,) est donc croissante.
Uy + DV Up + DV, — 6V Up — U . .
® Upil — Uy = % — vy, = — 6” == 5 L —Ewn < 0. La suite (v,,) est donc décroissante.

7\" 7 , 7\" .
e Uy — Uy = Wy = (12) x 10. Comme —1 < 13 <1, nll}I-ir-loo (12> =0, ngr—ir-loc Uy — Uy, = 0.

e En conclusion, les suites (uy,) et (v,) sont adjacentes.
3. La suite (vy,) est-elle convergente ¢ Justifier en énongant un théoréme.

Les suites (uy,) et (v,) étant adjacentes, elles convergent (vers une méme limite ¢ € R). Donc, la suite (v,,) converge.

Exercice 4 : comparaison de suites

1. Soient (uy) et (vy) deuz suites ne s’annulant jamais. Donner deuz définitions différentes pour :

Uy ~ Uy €1 +00 :

Up ~ Uy <= lim — =1 <= 3 une suite (¢,) telle que pour n grand u, = v,(1 +¢&,) avec lim &, =0
n—+00 Uy n—+400

Up = o(vy,) en 400 :

Up = o(v,) <= lim — =0 <= 3 une suite (¢,) telle que pour n grand u, = v,e, avec lim &, =0
n—-+oo Un n—-+o0o

2. Comparer en 400 les suites (uy) et (vy) suivantes & Uaide de l'un des deux comparateurs de Landau suivant : ~ ou
=o(-).

(a) u, =1—3n? et v, = —3n? +2n — 4.

Un, -3n? (5= +1)  —z=+1

. _a,2 _ 2 4\ T 1_ 2 _4_
Un 3n (1 3n + 3n2) 1 3n + 3n2

.. . Un
Ainsi, lim — = 1. Donc, u, ~ v, en +oo.
n—-+oo Un,
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(b) u, =e*" —/metv, =n+1.

n(l+1 141
O _ M = % X . Par croissance comparée, lim —— =0et lim Tn =0.
Un  e2n(1 — eT\/ZL) e q_ ;éf n—+oo €21 n—+oo e2n
1
Ainsi lim % =0x - =0, Donc, vy, = o(uy,).
n—=+00 Uy 1
Exercice 5 : une suite
n
On considére la suite (u,) définie pour tout n € N* par u,, = Z !
n
1. Mont tout n € N*, upy > ——.
ontrer que pour tout n Un 2 T Tn
Soit k € [1,n]. O Lo b as
oi n]. On a . Ainsi
’ 1+vVk ~ 1+n ’
n n
1 1 1
Up, = > =n X
" ;pﬂ/g—gwr\/ﬁ 14+vn
2. En déduire le comportement de (u,) en +oo.
n n n
1 = 1 = 1f — +00
++/n \/ﬁ(ﬁ+1) 75+ 1 noteo
Ainsi, par le théoréme de comparaison, v, — +oo.
n—-+4oo
Exercice 6 : suite récurrente
2
— 3 =
On considere la fonction f: x+—> w On définit alors la suite (uy,) par Un+1 +f(un) 3
3 Uug € R™ donné

1. Supposons que (u,) converge vers £ € R. Trouver les valeurs possibles de .
On sait que, dans ce cas 1a, f(¢) = £. Or
fO)=l<= P —U+3=3+= P -MU+3=0+= ((-1)(({-3)=0

Alnsi, si la suite (u,) converge, elle converge vers 1 ou 3.

2. On suppose que ug = 2. On admet le tableau de variations de f suivant :

1
T 0 3 1 3 +00
f(z) — 0 + + +
1 +00

(a) Montrer, par récurrence, que ¥n € N, u,, €]1,3].

e ug = 2 €]1, 3] donc la propriété est vraie au rang 0.
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e Supposons la propriété vraie pour un n € N. On a donc 1 < u,, < 3. Par le tableau de variations de f, on constate

que f est strictement croissante sur 1,—}—00 . Ainsi, f(1) < f(un) < f(3). Or par le tableau, f(1) =1 et f(3) = 3.
2

Ainsi, 1 < up41 < 3. La propriété est donc vraie au rang n + 1.

e En conclusion, Vn € N, u,, €]1,3].

(un — 1) (up —3)

Montrer que, pour tout n € N, up41q1 — up = 3

. En déduire la monotonie de (uy,).

u2 —uy, +3 = u2 —up +3—3u, ul—du, +3  (up —1)(u, —3)

3 " 3 - 3 - 3
Par la question précédente, pour tout n € N, u,, —1 > 0 et u, —3 < 0. Ainsi, Vn € N, u,11 — u, < 0. La suite est
donc (strictement) décroissante.

Up+1 — Up =

La suite (uy,) est-elle convergente ? Si oui, donner sa limite.

(un,) est décroissante et minorée par 1. Donc, elle converge. Notons ¢ sa limite. Par la question 1., £ =1 ou £ = 3.
Or comme (u,) est décroissante, Vn € N, u,, < up < 3. En faisant tendre n vers +0o, on a £ < uy < 3. Donc £ = 1.



