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Mathématiques
Partiel S2 – Mai 2023

Exercice 1 : familles de vecteurs (6,5 points)

Les questions 1. et 2. sont indépendantes.

1. Dans E = R2[X], on considère la famille B =
(
2, X − 3, (X + 4)2

)
.

(a) Montrer proprement que B est une base de E.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(b) Soit A = −3X2 − 25X − 39 ∈ E. Trouver les coordonnées de A dans B.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2. Dans E = R4, on considère la famille F1 = (u1, u2, u3, u4) formée par 4 vecteurs de E. On suppose de plus que F1

est une famille libre de E.

(a) La famille F2 = (u1, 2u2, u3) est-elle une famille libre de E ? Justifier.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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(b) La famille F3 = (u1 + 2u2, 2u1 − u2, 3u1 + u2, u4) est-elle une famille libre de E ? Justifier.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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(c) Parmi les familles F1, F2 et F3, la(les)quelle(s) forme(nt) une base de R4 ? Justifier pour chaque famille.
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Exercice 2 : sev de dimension finie (7 points)

Dans R3, on considère les deux sous-espaces vectoriels suivants :

F = Vect ((1, 1,−1)) et G =
{
(x, y, z) ∈ R3, 2x+ y − z = 0

}
1. Trouver une base de F ainsi que sa dimension. Vous justifierez soigneusement votre réponse.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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2. Trouver une base de G ainsi que sa dimension. Vous justifierez soigneusement votre réponse.
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Dans cet exercice, la question 1. est indépendante des autres questions.
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que dim (Ker(f)) = 1.
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(b) Quelle est la dimension de l’image de f ? Justifier.
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3. Donner la matrice de f dans la base B = (1, X + 1, (2X − 3)2) de R2[X] au départ et la base canonique de R2 à
l’arrivée.
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. Il n’est pas la peine de justifier que B′ est une base de R2.
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Exercice 4 : Inversion de matrice (5 points)

Soit f ∈ L (R3) tel que la matrice de f dans la base canonique au départ et à l’arrivée est A =

 1 −1 1

1 1 −2

−2 1 −1


1. Inverser la matrice A. Vous ferez apparaitre clairement les opérations sur les lignes que vous effectuerez.
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Exercice 5 : changements de bases (8 points)

Dans cet exercice, les questions 1. et 2. sont indépendantes.

1. Dans R2, on note B1 = ((1, 0), (0, 1)) la base canonique et B2 = ((1, 1), (1, 2)) une autre base.

Soit u = (x, y) ∈ R2. On note X =

(
x

y

)
la matrice colonne formée des coordonnées de u dans la base B1 et

X ′ =

(
x′

y′

)
celle formée des coordonnées de u dans la base B2.

(a) On suppose X ′ connu. En écrivant u comme combinaison linéaire de vecteurs de B2, trouver une relation matricielle
qui donne X en fonction de X ′. En déduire aussi la relation matricielle qui donne X ′ en fonction de X.
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2. Cette question est une adaptation de la démonstration de cours que vous deviez connaitre.

Considérons
— E = R2[X] et B = (e1, e2, e3) une base de E.
— F = R2 et B′ = (ε1, ε2) une base de F .

— f ∈ L (E,F ) dont la matrice dans la base B au départ et B′ à l’arrivée est A =

(
a1,1 a1,2 a1,3
a2,1 a2,2 a2,3

)
∈ M2,3(R).

— Soit Q ∈ E. On note X =

 λ1

λ2

λ3

 la matrice colonne formée des coordonnées de Q dans la base B et Y la matrice

colonne formée des coordonnées de f(Q) dans la base B′

(a) Écrire f(e1), f(e2) et f(e3) en fonction de ε1, ε2 et des coefficients de la matrice A.
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(b) En déduire f(Q) comme combinaison linéaire de ε1 et ε2.
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(c) En déduire alors la formule matricielle qui donne Y en fonction de A et de X.
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(d) Application : Prenons B = (1, X,X2) et B′ = ((1, 1), (2, 1)) et A =

(
1 2 3

4 5 6

)
(même contexte que précédem-

ment).
Trouver les réels x et y tels que f(1 + 4X − 4X2) = (x, y).
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Exercice 6 : exemple d’application linéaire (4 points)

Dans R2, soient F = Vect((1, 1)) et G = Vect((1,−1)). On admet que F ⊕ G = R2 et que B = (v = (1, 1), w = (1,−1)) est
une base de R2.

Soit f ∈ L (R2) dont la matrice dans la base B au départ et à l’arrivée est A =

(
−1 0

0 2

)
.

1. Soit u ∈ R2. On sait alors qu’il existe un unique couple (α, β) ∈ R2 tel que u = αv + βw. Donner f(u) en fonction de
v, w, α et β.
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2. Dessiner ci-dessous, F , G, v, w et u = (2, 4). Graphiquement trouver α, β et f(u) en faisant apparaitre tous les traits
de construction.
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