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Correction Partiel

Exercice 1

T X
Sodient U= v |etV=[Y |.OnaAU=V <= U =A"'V.
z Z
r+y—2z = X
Or AU=V <«<— {—3x—3y+4z = Y .Enfaisant Ly < Lo+ 3Ly et L3 < L3 — 3Lq, on obtient
3x+2y—3z = Z
rHy—z = X r = X+Y+Z
AU =V — { z = Y+3X {y: 3X -7
-y = Z-3X z = 3X+Y
Alinsi,
1 1 1
Att=13 0 -1
31 0

Exercice 2

On sait que dim(R,[X]) = 3.
1. Card(%:) = 2 < dim(R[X]), donc %, n’engendre pas Ry[X].
2. Card(%;) = 4 > dim(R,[X]), donc A n’est pas une famille libre de Ry [X]
3. Montrons que %3 est une famille libre de Ry [X]. Soit (a, 8,7) € R3 tel que .1+ B(X + 1) +v(X? +2X) = 0.

Alors, on a v X2 + (8 +27)X + a+ B8 =0. Ainsi, « = 3 = v = 0. La famille %3 est libre. Or Card(%3) = 3 =
dim(R[X]), c’est donc une base de Ry[X].

Exercice 3

Soient E, F' deux R-ev et f € Z(E,F).

1. e Ker(f) C E et comme f(0) =0, 0 € Ker(f), ainsi Ker(f) # 0. De plus, soient (u,v) € (Ker(f))2 et a € R.
On a f(au+v) =af(u)+ f(v) = .0+ 0=0. D’ou, au +v € Ker(f). On a prouvé que Ker(f) est un sev de
E donc un R-ev.
e Im(f) C F et comme 0 = f(0), 0 € Im(f), ainsi Im(f) # (. De plus, soient (u,v) € (Irn(f))2 et o € R.
I (u1,v1) € E?> tel queu = f(uy) et v = f(v1). Ainsi, autv = af (u1)+f(v1) = f(aui+v1) Dolt, cutv € Im(f).
On a prouvé que Im(f) est un sev de F' donc un R-ev.

2. e Supposons f injective.
Soit u € Ker(f). Alors f(u) = 0 or f(0) = 0. On en déduit que v = 0. On a montré que Ker(f) C {0}.
L’inclusion inverse est immédiate.
e Supposons que Ker(f) = {0}.
Soit (u,v) € E? tel que f(u) = f(v). Alors, f(u—v) = 0, ¢’est-a-dire, u —v € Ker(f). Par conséquent, u—v = 0
i.e. w =wv. Donc, f est injective.

3. Im(f) = F < Yv e F Jue E tel que v = f(u) <= f est surjective.

Exercice 4

R3 — R2

Somf:{ (z,y,2) — (x+y—2z0-y—32)
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1. Soient u = (z,y,2) € R}, v = (2/,y,2) e R3 et @« € R. On a au +v = (az + 2/, ay + y',az + 2’). Ainsi,
Flou+v) = (0w + ') + (ay +y) — (a2 + ), (az +2') — (ay +1) — 3(az + ) = alz+y— 57—y —32) +
(' +y =22 —y —32) = af(u) + f(v). Donc, f est linéaire.

2. Ker(f) = {(Jc,y,z) eR3 z4+y—2z=0et x—y—3z = O} = {(x,y,z) ER3 z=2zety = —z} = Vect((27 -1, 1))
Ainsi, u = (2, -1, 1) engendre Ker(f). Or u # 0 donc c’est une famille libre. En conclusion, (u) est une base de
Ker(f).

3. Via le théoréme du rang, dim(Im(f) = dim(R?) — dim(Ker(f) = 3 — 1 = 2 = dim(R?). Comme Im(f) C R?,
on en déduit que Im(f) = R2,

Exercice 5 (3 points)

1. On a 2(1,-1,3) = 3(-1,-2,1) — (5,2,3) = (0,0,0). Donc, le famille est liée.

2. Soit (a,b,c) € R3 tel que af + bg + ch = 0. Alors, pour tout x € R, ax + ba? + ce?* = 0.
En prenant x =0, on a ¢ = 0. Puis, en prenant t =1let t = —-1,onaa+b=0et —a+b=0. D’ou,a=5b=0.
Donc, la famille est libre.

3. Soit (a,b) € R? tel que aA+bB =0.0Onaa+6b=0,a—2b=0, —3a+b=0et 4a+4b = 0. Ainsi, a = b = 0.
La famille est donc libre.

Exercice 6 (4 points)

On note A, = (i,j)et B2 = ((1,1);(=1,0)) = (e, e2)

3 =5
Las(10)
-2 0
2o (2 0)

3. On aid(e;) = (1,1) =i+ j et id(e2) = (—1,0) = —j. D’ou la matrice P.
0

4. On calcule facilement que P~! = < .

1 ) De plus, on a P~'AP = D.

Exercice 7 (3 points)

1 U =22 + 2 + 22 = 1. Ainsi P2 = (U 'U)(U 'U) = U(UU)U =U x 1 x'U = U'U = P.

2wy wz

2.0naP=| zy y?> wyz |.On vérifie matriciellement que M P = PM = 0.

rz yz 2°



