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Exercice 1 (4,5 points)

Soit E = Ry[X].
a. Déterminer pour chacune des familles suivantes s’il s’agit d’une base de E.
Fi={AX)=2X+1, B(X)=X?+X+2, P3(X)=X*>+ X +1, Py(X)=2X%+3}
Fo= {Qi(X) = X2 +2, Qa(X) = X% +4X, Q3(X) = X2 +3X +2}
F3

{Ri(X) =—X2+2, Ry(X) = X2 —4X, Ry(X) =X2-2X -1}

F1
dimR5[X] = 3 done toutes des bases de Ry[X] sont composées de 3 polynomes.
card 1 = 4, ce n’est pas une base de Ry X].

Ja
Soient (a, B,7) €ER3,  aQy + Q2 +vQ3 = Or,[x] <=
at+pB8+y =0
46+3y =0 <= a=0=v=0.
200 + 27y =0
Fo est libre. card F» = 3 = dim Ry[X| donce Fy est libre et génératrice : ¢’est une base de Ry X].

V)

—a+ B8+ =0 —a—a+2a=0
Soient (a, B,7) € R}, aRy+ BRy +vR3 = Or,[x] <= —4o — 2y =0 <—={ f=—«a

200 — 7y =0 ¥ =2«

a=1, 8= —1, y=2 est une solution non nulle du systéme donc Ry — Ry + 2R3 = O, [x]
F3 n’est pas libre ce n’est pas une base de Rp[X].

b. Déterminer les coordonnées du polynéme P(X) = 2X?2+4 X +8 dans chacune des bases identifiées ci-dessus.

at+fB+y =2 a =1
Soient (a, B,7) ER3, a@Qi+BQ2+YQ3 =P <= { 48+3y =1 << g =-2
200 + 2 =8 ¥y =3

Donc @ — 2Q5 + 3Q3 = P Les coordonnées de P dans la base F5 sont (1,—2, 3).

Exercice 2 (2,5 points)

R — R
z +—> ax’+br+ec
Déterminer les conditions nécessaires et suffisantes sur (a, b,c) pour que ¢ soit linéaire.

Soient (a,b,c) € R? et : {
Démontrez votre réponse.

peL(R)=¢(0)=0=¢c=0
peL(R)=p(2x1)=2p(1)=4da+2b=2a+2b=a=0

a=c=0=VzeR, () =br=
V(z,y) €ER?, VAER, ¢(Az +y) =b(Ar +y) = Mz +by = Ap(z) + @(y)-

Ainsi @ est linéaire ssi a = ¢ = 0.
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Exercice 3 (5 points)

On considére F = R¥, le R-ev des fonctions de R dans R et deux sous-ensembles de E : P I’ensemble des
fonctions paires (Vz € R, f(—z) = f(x)) et Z ’ensemble des fonctions impaires (Vz € R, f(—z) = —f(z)).

a. Montrer que P est un sev de E. (On admettra que 7 est aussi un sev de E)

Soient (f,g) € P2 et AER, (Af +g)(—2z) = M (—2) + g(—z) = M(z) + g(z) = (Af + 9) ()

‘P est stable par combinaison linéaire : ¢’est un sev de E.

b. Montrer i ’aide d’un contre-exemple que PUZ # FE

Soit f définic par: Vz €R, f(z)=z+1: feE
VeeR, f(~z)=—c+1#f(z) = f¢P e f(a)#—fa)=>f¢T
f€EE ¢ f¢PUI donc PUI#E.

c. A partir d’une fonction f € E, on définit les deux fonctions :
R — R R — R
o f(@)+ f(==z) et fi: f(z) - f(-z) -

xr—)f r +—F

Montrer que f, est paire et f; impaire. Calculer f, + fi.

folea) = LEDHCED _ po) gy = LEDTEED g
Done f,eP ot fiel

2

VeeR, fp(z)+ filz)=f(z) donc f=f,+fi

d. Montrer que P et 7 sont supplémentaires dans F.

PC{)I:E‘::}'{ PiT—E

{0g} C PNZ car ce sont deux sev de E.
feP=VrzeR, f(—=z)= f(z)
v NnZ
fePni, { fel esVreR, fl-2)=—f(z)
Donc PNZ = {0g}.

= VzeR, f(z)=—f(z) = f(z) =0

P+ 7 C FE car ce sont deux sev de F.
VfeFE, 3fpecPetdficZ, f=fp+fi donc feP+I
P+1=F

P ct T sont supplémentaires dans F.

Exercice 4 (4 points)

< % R3 — R[X]
Soit f: 1 "
(a,b,c) — (a+b0)X*+(2a—c)X%2+ (a+b+c)
a. Déterminer Ker f, dimKer f et dimIm f.
a -+ b=10 a=10
(a,bc)eKerf<= ¢ 2a—c=0 <4 b=0 <= Kerf=1{(0,0,0)}
at+b+e=10 c=10

dimKer f =0
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D’aprés le théoréme du rang : dimKer f +dimIm f = dimR? = dimImf = 3.

b. f est-elle injective 7

dimKer f =0 = [ est injective.

c. f est-elle surjective ?
dimIm f =3 et R[X] est de dimension infinie.  Donc Im f # R[X]  f n’est pas surjective.

Exercice 5 (4 points)

Soit g € L(R* R*) ’application linéaire associée a la matrice

[T ST
W o w o
==

a Parrivée.
On note B; = {e1,¢e3,e3} la base canonique de R? et B, la base canonique de R*.
On définit : D3 = {u1,us, u3} base de R? ot uy = (1,—1,0), up = (1,0,1), uz = (0,1, 1)

dans les bases canoniques au départ et

et Dy = {vy,v9,v3,v4} base de R* ot v; = (0,0,0,1), v, = (1,0,0,1), v3 = (1,2,1,2), vy = (0,3,0,3).

a. Quelle est 'image des vecteurs de B; par g7
g(f.’-]_) = (1?2?1?2) g(eQ) = (0? 3?0?3) g((-"?)) = (1?0? 0? 1)
b. Soit (x,y,z) € R, calculer g ((z,y,2)).

g((z,y,2)) = g(zey +yes + ze3) = zg(er) + yg(ex) + zg(es) = (z + 2,2z + 3y, x, 2z + 3y + 2)

c. Déterminer la matrice de g dans la base B; au départ et D, A Parrivée.

On observe que : g(e1) = v g(es) = vy gles) =vs donc :

(e

0 0

0 0
Mp,p,(h) = L0
0 1

o O = O

d. Déterminer la matrice de g dans la base D5 au départ et D, a ’arrivée.

g(u1) = gler —es) = gler) — glez) = vz — g
g(u2) = g(er +e3) = g(e1) + g(ez) = vz + v2
g(us) = gles — e3) = gles) — glez) = vy — vy done :
0 0 0
1 -1
MDSDd (h') T 1 0
-1 0 1

Exercice 6 (4 points)

i R? — R3
Soit h :
(:IJ,.T)‘,Z) — (2$+3y+z?$_z?$+y)
a. Déterminer la matrice M associée a h dans la base canonique au départ et a Parrivée.
2 3 1
M=11 0 -1
11 0
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b. On appelle Cy,C5,C; les vecteurs colonnes de cette matrice. La famille {Cy,Cs,C53} est-elle libre ?
Sinon, en extraire une famille libre maximale.

On observe que : Cy +C3 =Cs <= C1, —Cy+ C3 =0z La famille {C},Cq, C3} est lice.
On peut par exemple enlever Cs. {C1, C3} est libre (2 vecteurs, non colinéaires) : ¢’est une famille libre maximale.

c. En déduire Imh, rg (h) et Ker h.
Im h = Veet {C, Cy, C3} = Veet {C, Cs}

La famille {Cy, C3} est une famille libre et génératrice de Im A : ¢’est une base de Im h. dimIm h = 2.
D’aprés le théoréme du rang : dim Ker b + dimIm h = dimR? donce dim Kerh = 1.

Ci—Cy+Cy=0gs =>e; —ey+e3 € Kerh < (1,—-1,1) € Ker h.
{(1,—1,1)} est unc famille libre de Ker i et card {(1,—1,1)} =dimKerh =1 C’est unc base de Ker h.
Kerh = Veet {(1,—1,1)}.

Exercice 7 (3 points)

Soit B la base canonique de R? et B’ = {(1,3,-3);(6,2,-7); (1,0, -1)} une autre base de R>.
1 6 1

Soit f D’application linéaire associée a la matrice P = 3 2 0 dans la base canonique au départ et a
-3 -7 -1

Parrivée.
a. Sans aucun calcul, que peut-on dire du rang de f7 Comment appelle-t-on la matrice P 7

Imf=VeetB'=R3 car B est une base de R®. Donce rg f = dimIm f = 3.

P est la matrice de passage de B dans B'.

b. Déterminer P! la matrice inverse de P, sans oublier de vérifier votre résultat.

-2 -1 -2
Pl = 3 2 3 On vérific que P~1P = I5.
—15 —11 -—16

Exercice 8 (4 points)

R? — R?
Soi -
7 { (@,9,2) — (3(z—2),9,3(z 7))

a. Montrer que f est un projecteur.

f est un projecteur ssi fo f=f
V(z,y,2) €R?, fof((z,y,2) = (3 (3(z —2) —3(z—12)),9,5 (3(z —2) — 3(z — 2))) = f((z,9,2))-

f est un projecteur

b. Déterminer Ker f et Im f sous forme d’espaces vectoriels engendrés et en déduire une base B; de Ker f
ct une base B, de Im f.

Ker f = {(z,y,2) € R?, (3(z —2),y,3(z — z)) = (0,0,0)} . Ker f = Vect {(1,0,1)}.
{(1,0,1)} est une famille libre et génératrice de Ker f. C’est une base de Ker f.

Im f = {(3(z — 2),9, 3(2 — 1)) ; (2,9, 2) € R} .
Im f = Vect {(3,0,—1); (0,1,0); (—3,0,3)} = {(3,0,—2); (0,1,0)}.

{(3,0,-3); (0,1,0)} est une famille libre et génératrice de Im f. C’est une base de Im f.
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c. On admet que la réunion des vecteurs de ces deux bases B = B, U By est une base de R3,
Déterminer la matrice de f dans la base B au départ et a ’arrivée.

?—%))Z(%,O?—%) f((O?I,O)):(O?I,O)



