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Correction S1PA Bl SR

Exercice 1 : en vrac

1. Soit (uy) une suite.

(a) Rappeler la définition (avec les quantificateurs) de « (u,) est croissante »

VneN, u, <upi

(b) Que signifie « (u,) est monotone » ¢
Cela signifie que (u,,) est croissante ou décroissante, c’est-a-dire :
(VneN, u, <upt1)V(Vn eN, upt1 <uy)

—2n+3

(c) Etudier la monotonie de (uy) : Vn € N, u,, =
n+1
Soit n € N. On a

—2(n+1)+3 —2n+3 -2n+1 —2n+3

Up+1 — Un

n+ 2 n+1 n+2 n-+1
_ (=2n+1D)(n+1)  (=2n+3)(n+2) -5
(n+2)(n+1) (n+1)n+2)  (+2)(n+1)

Ainsi, Vn € N, up11 — upn < 0. La suite (u,) est donc décroissante.

2. Soit S =3%43%43* 4+ ...+ 32 Ecrire S a l’aide du symbole . Calculer S.

9

S ng 2 1- 311 (1 _ 311) (311 _ 1)
-3 2

l\')\@

Exercice 2 : limite de suites
Dans cet exercice, vous prendrez soin de votre rédaction.

1. Trowver lim —3n®+n?—6e "
n—-+o0o

) . 1
—-3n2+n?—6e " =—-3n3 <1 - 3) —6e ™

n
1
Ona lim —3n®=—-00, lim 1——=1et lim 6e " =0.Donc, lim —3n%+n?—6e " = —occ.
n—-+o0o n——+00 3n n—-+o0o n——+o0o
1
2. Trouver lim nt
n—+oo N+ 2
1+1 / /
n+2 N 2
( ) (” ) il )
n
n+1
C lim /1+1/n=1, lim 14+2/n=1et i = déduit li
omme lim +1/n , dim +2/n e n~1>IJIrloo\/> +00, on en déduit que Jm ——

=0
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n
3. Trouver lim e tn
n—+oo n + 1

n n n
en_|_n_€ <1+67">_enx1+67"
B T n 1
n+1 . (1 N 1) noogyl
n n
el . . n : . e+
Comme lim — = 400 par croissance comparée, lim — =0, on obtient : lim =400
n—+4o0o n n—+4oo e n—+oo M + 1
4. Trouver lim 2" —4"
n—-+o0o
2m 2\" 1
M4t =4[ — -1 | =4"( (-] —-1)=4"|—=-1
()= () ) - ()
Comme lim 4" = lim 2" = 400 (limite de ¢™ avec ¢ > 1), on en déduit que lim 2" —4" = —c0
n——+oo n—-+4oo n——+4oo

Exercice 3 : limite et comparaison

On considére la suite (uy,) telle que, pour tout n € N, u, = (n+1)% + (=1)" x n.
1. Montrer (sans récurrence) que Vn € N, n? +n+1 < u,,.
Soit n € N. On sait que —1 < (—=1)". Dot —n < (=1)" x n. Ainsi, (n+1)? —n < u,,. Comme (n+1)2—n =n?+n+1,
on obtient I'inégalité demandée.

2. En déduire le comportement de (u,) en +oc.

Ona lim n?+n+1=+o0. Donc, par le théoréme de comparaison, lim w, = +ooc.
n—-+oo n——+oo

Exercice 4 : étude d’une suite

n
Soit (uy,) définie pour tout n € N* par u,, = —-

n!
1. Etudier la monotonie de la suite (u,).

Pour tout n € N*, w,, > 0. Or

n ontl ! 2
ufixiziglcarrwrlz?
Up, (n+1)! " 27 n+1

D’ou, up+1 < uy,. La suite (u,,) est donc décroissante.

2. Peut-on en déduire le comportement de (un) en +oo ? Justifier

(un,) est décroissante et positive, d’ou (u,,) est décroissante et minorée par 0. On en déduit donc qu’elle converge.

3. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n > 2, 2 x 3772 < n!
o Initialisation n = 2. On a 2 x 3272 =2 x 1 = 2 et 2! = 2. La propriété est donc vraie au rang 2.
e Supposons que pour un certain entier n > 2, la propriété soit vraie au rang n. On a
(n+D!=nl(n+1)>2x3"2x (n+1) car la propriété au rang n est vraie
Comme n > 2, n+1>3. Ainsi, (n +1)! >2x 3" 2 x 3 =2 x 3""!. La propriété est donc vraie au rang n + 1.

. En conclusion, Vn > 2, 2 x 3772 < nl
4. En déduire la limite de la suite (u,) en +o0.
1 1 2™

W Z E AAIIISI7

9 2 n
On en déduit donc que 0 < u,, < 3 X <3) .

En inversant 1'inégalité précédente, on a > Uy,

2x3n2 =

Comme
n—-+4oo n——+oo

2 2\" 9 [2\"
3’ <1, lim (3) =0. Don, lim = x (3) = 0. Par le théoréme des gendarmes, on peut conclure que

lim wu, =0.
n—-+oo



