Mathématiques
ExaMEN B1-LE - Octobre 2023

Correction S1B1 LE

Exercice 1 : équation du second degré

1. Résoudre dans C 'équation 222 + 2v/32 4+ 2 =0. On notera z; et z5 les deuz solutions trouvées.

—2v3 + 21 3 1 3 1
On a A = —4. Ainsi, zlz#z—g—l—iiet 22271:—%—52'
2. Donner la forme exponentielle de z1 et de zs.
om T
|21 =|22|=1.21=e 6 etz =6 .

Exercice 2 : logique
Soit f: R — R.
1. Traduire les phrases suivantes en syntaze mathématique (avec les quantificateurs)
(a) «La fonction f s’annule au moins une fois »
dzeR, f(z)=0
(b) « La fonction f est constante »

JaeR, VzeR, f(x)=a

(¢) «La fonction f est majorée »
dMeR, VzeR, f(z) <M

2. On considére les assertions :

P:«VzeR, f(z)=0» Q:«3JzeR, f(z)=0»et R: «(Vz eR, f(z)>0)V (VzeR, f(z) <0)»
(a) Donner la négation de P, de Q et de R.

~(P)=«3z R, f(z) #0>»

~(Q)=«Vz R, f(z) #0>»

“(R)=«(3z R, f(z) <0)A Bz eR, f(z)>0)»

(b) Cocher dans le tableau suivant les implications vraies :

P=Q| Q=P | Q=R | ~(Q) = ~(P) | ~(P) = ~(R)
X X

Exercice 3 : ensembles et fonctions

1. Soient E et F' deuz ensembles, f : E — F, A C E et B C F. Rappeler la définition mathématique des ensembles f(A)
et f~1(B).
f(A)={f(z);z € A} et f71(B)={z € E; f(x)€ B}

2. Dessiner (graphe, patate) une fonction f : {a,b,c,d} — [1,5] qui vérifie a la fois f ({a,b}) = {1,2}, f~2({5}) =0 et
fH{2h) = {b,c}-

Par exemple, f(a) =1, f(b) =2, f(c) =2et f(d) =4

3. Soit g : R — R
x — Jz—1

(a) Dessiner le graphe de g.

A faire tout seul.
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(b) Donner g ({~1,2}), g ([~1,3]), =" ({1}) et g~ " ([0,1]).
g ({_172}) = {27 1}7 g ([_1’3]) = [072]a g_l ({1}) = {072} et g_l ([O’ 1]) = [072]'

(¢c) g est-elle injective ? Justifier. Si non, proposer deuz intervalles Iy et Jy pour lesquels g : Iy — Jy soit injective.

g9(0) = g(2) = 1 et 1 # 2 donc g n’est pas injective. Pour la rendre injective, on peut prendre I; = [1,+o0] et
Ji=R.

(d) g est-elle surjective ? Justifier. Si non, proposer deux intervalles I et Jy pour lesquels g : Is — Jo soit surjective.

—2 n’a pas d’antécédent donc g n’est pas surjective. Pour la rendre surjective, on peut prendre I = R et J, = RT.

Exercice 4 : relations
Dans E = N*, on définit la relation R par : ¥V (a,b) € E?,aRb <= In €N tel que b = a".
1. Dire si R est réflexive. Justifier.

Soit ¢ € E. On a a = a', d’ott aRa. R est réflexive.

2. Dire si R est symétrique. Justifier.

8 = 23 d’oi1 2R8. En revanche, on ne peut pas écrire 2 comme une puissance de 8. Donc R n’est pas symétrique.

3. Dire si R est transitive. Justifier.

Soit (a,b,c) € E® tel que aRb et bRe. Il existe ainsi (n,p) € N2 tel que b = a™ et ¢ = bP. Ainsi, ¢ = a™ ce qui donne
aRec. La relation est transitive.

4. Soit (a,b) € E? tels que aRb et bRa.
(a) Montrer qu’il existe (n,p) € N? tel que b = b"P.

Comme aRb et bRa, il existe (n,p) € N2 tel que b = a™ et a = bP. Ainsi, b = b"P.

(b) En déduire que b=1 ou que n = p = 1. Qu’avez-vous finalement démontré ?

b=0b"P = b =1ounp = 1. Dans le cas ou np = 1, comme ce sont deux entiers naturels, on a forcément
n=p=1.

Sib=1lalorsa=1.Sib#1,b=a" =a' = a. Dans tous les cas, on obtient a = b. La relation est antisymétrique.



