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Correction Midterm Novembre 2022

Exercice 1 : intégrales

1 3
2x 1
1. Sans intégration par parties ni changement de variable, calculer I = / ( i T
0

x*+ 22+ 1)3

1 [ 423 +2 . oo, o w3t
Onal=- 153 dz. On reconnait alors la forme — = w'u™". Une primitive est de la forme .
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Aisi. T — L 1 | L1 L, 1_15
insi. [ == |—-——MWM | =2 |c0—— 4+ 2 ) =—— 4+ - =22
T 2t 2w+ 2), 2\ 2xa2 2 64 4 64

2. En intégrant par parties, calculer J = / (22 + 1) sin(2z) dx
0

2
On pose u(z) =2z + 1 et v'(x) = sin(2z) de sorte que u'(z) = 2 et v(x) = 7cos; x) On a alors
2 1 T T 1 in(2 i1 1
J= {— z; cos(2x)]0 +A cos(2z) dz = 5+ [SIH(Q I)L =5+5=1
! 1
3. Calculer K :/ ———————dx en posant t = \/x + 2.
(@ +3)Va+2 P

Onat=+r+2<=x=1t>—2 Ainsi,dz =2tdt. Deplus,siz=—1,t=v—-1+2=1letsizc=1,t =142 =+3.

Ainsi,

V3 V3
1 2 V3 2r 2 w
K = o X 2tdt = — = _dt=[2arctan(t)]Y’ = = - - ==
/1(t272+3)tx /1t2+1 Rarctan(y" =3 = =5

Exercice 2 : ensembles et fonctions

1. Soient E et F deuzx ensembles, f : E — F, A C E et B C F. Rappeler la définition mathématique des ensembles f(A)
et f~Y(B).
(A ={f(z),zc Ay ={yeF,Fzec A y=f(x)} et f[1(B)={x€E, f(x) € B}
2. Soit f:[1,4] — [10,14] telle que f(1) =10, f(2) =11, f(3)=11 et f(4) =13

/ (H174ﬂ) = {10) 11, 13}’ f ({3}) = {11}7 f_l ({107 11}) = {17273} et f_l ({12}) =0

. o1t .

(a) Dessiner le graphe de g.
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(b) g est-elle injective ? Justifier. Si non, proposer deuz intervalles Iy et Jy pour lesquels g : I — Jy soit injective.
Comme g(1) = g(—1) =2 et 1 # —1, g n’est pas injective. En choisissant I; = R et J; = R, g est injective car elle
est, continue et strictement croissante.

(c) g est-elle surjective ? Justifier. Si non, proposer deuz intervalles Iy et Jo pour lesquels g : I — Jo soit surjective.
L’équation 0 = g(z) n’a pas de solution donc 0 n’a pas d’antécédent dans R. g n’est donc pas surjective. En prenant
I, =R et Jy = [1,+00], g est surjective (Vz € R, g(x) > 1).

4. Soient E, F et G trois ensembles, f : E — F et g: F — G.

(a) A partir de f et g, quelle fonction composée h peut-on faire ? Donner les domaines de départ et d’arrivée de cette
fonction h.
h=gof:EF—G
(b) On suppose | et g injectives. Montrer que h est aussi injective.
Supposons f et g injectives.
On veut montrer que : V (z,2') € E2, go f(z) = go f(2/) = z=2
Soit (z,2') € E? tel que go f(z) = go f(2'). On a alors g (f(z)) = g (f(z')). g étant injective, on en déduit que
f(z) = f(a'). Ce qui implique x = 2’ car f est injective.
(¢) (question bonus) On suppose f et g surjectives. Montrer que h est aussi surjective.
Soit y € G. Par surjectivité de g, 3z € F tel que y = g(z).
Comme z € F et f surjective de E vers F, z a un antécédent par f dans E : 3z € F tel que z = f(x).
Ainsi, y = g(2) = g (f(z)) = g o f(x) ce qui signifie g o f surjective.

Exercice 3 : logique et relations

Soient E un ensemble et R une relation sur E. Pour deuz éléments x et y de E, on notera xRy si x et y sont en relation,

sinon on notera x Ry.

1. Rappeler la définition mathématique de « R est réflexive ». Donner aussi sa négation.
« R est réflexive » signifie : Ve € E, z R .
La négation est : dz € E, x Rx.
2. Rappeler la définition mathématique de « R est antisymétrique ». Donner aussi sa négation.
« R est antisymétrique » signifie : V(z,y) € E2, 1Ry et yRz = z=1.
La négation est : 3(z,y) € E? tel que xRy et yRx et x # y.
3. Rappeler la définition mathématique de « R est transitive ». Donner aussi sa contraposée.
« R est transitive » signifie : V (z,y,2) € B3, 2Ry et yRz = xR 2.
La contraposée est : V (1,y,2) € E3, x Rz = v RyouyRz.
4. Proposer un exemple d’une relation R réflexive, antisymétrique et transitive. Comment appelle -t-on une telle relation ?

Dans R, < est réflexive, antisymétrique et transitive. C’est une relation d’ordre.

Exercice 4 : dénombrement
Pierre et Marie sont dans une classe de 20 éléves. Dans cette classe, il y a 12 garcons et 8 filles.
1. On décide d’élire un comité de 3 éléves qui représentera la classe au niveau de l’école.
(a) Combien y a-t-il de comités possibles ¢ Justifier brievement.
Cela revient a prendre 3 éléves parmi les 20 éléves. Il y a donc <23O> comités possibles.

(b) Combien y a-t-il de comités contenant exactement 2 gargons et 1 fille ¢ Justifier bri¢vement.

12 12
Ilya (2> fagons de choisir les deux garcons et (?) de choisir la fille. Au total, il y a donc (2> X 8 comités

possibles.
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(c) Combien y a-t-il de comités contenant au moins 2 filles ¢ Justifier bricvement.

8 12 8
« Au moins deux filles » signifie « exactement deux filles » ou « exactement trois filles ». Il y a donc (2) X ( ) ) + (3)

comités possibles.

(d) On veut que Pierre et Marie soient dans le comité. Combien y a-t-il de comité dans ce cas la ¢ Justifier bricvement.

18
Du coup, il ne reste plus qu’a choisir un(e) éléve parmi les 18 restants. Il y a donc ( 1 ) = 18 comités possibles.

2. Les éleves de la classe doivent partir en week-end d’intégration. Pour cela, ils doivent créer un groupe de quatre res-
ponsables : un chef, un sous-chef et deux assistants (ces deuz-la peuvent assister aussi bien le chef que le sous-chef).
Personne ne peut occuper simultanément deuz postes dans ce groupe.

(a) Combien y a-t-il de groupes de responsables possibles ¢ Justifier brievement.

Il y a 20 fagons de choisir le chef et ainsi 19 fagons de choisir le sous-chef. Ensuite, il reste a choisir deux éléves

18
parmi les 18 restant. Ainsi, il y a 20 x 19 x ( 5 > groupes possibles.

(b) On veut que le chef soit une fille, le sous-chef un gar¢on et parmi les deux assistants, on veut une fille et un gargon.
Combien y a-t-il de groupes de responsables possibles dans ce cas la ? Justifier briévement.

8 fagons de choisir le chef, 12 fagons de choisir le sous-chef. Pour les assistants, il reste 7 fagons de choisir la fille et
11 de choisir le gargons. Au total, il y a donc 8 x 12 x 7 x 11 groupes possibles.

(c) C’est décidé : Marie sera la chef du groupe. Combien y a-t-il de groupes de responsables possibles dans ce cas la ?
Justifier brievement.

18
Marie étant chef, il y a 19 fagons de choisir le sous-chef et (2> de choisir les assistants. Au total, il y a donc

18
19 x ( 5 ) groupes possibles.

(d) « Si Marie est la chef alors je veux aussi faire parti du groupe des responsables! » dit Pierre. Combien y a-t-il de
groupes de responsables possibles dans ce cas la ? Justifier brievement.

18 .
Soit Pierre est sous-chef soit il ne I’est pas. Si Pierre est sous-chef, il y a < 9 ) fagons de choisir les deux assistants.
Si Pierre n’est pas sous-chef, il y a 18 fagons de choisir le sous-chef (ni Marie, ni Pierre) et il reste un seul assistant

18
a choisir (ni Marie, ni Pierre, ni le sous-chef) : 1 parmi 17. Au total, il y a ( 9 ) + 18 x 17 groupes possibles.

Exercice 5 : variables aléatoires

Dans une urne, on a 3 boules blanches et 2 boules vertes indiscernables au toucher.

1. Proposer une expérience simple avec cette urne qui améne & la création d’une variable X de Bernoulli. Donner E(X)

et V(X).
On tire une boule de 'urne. On considére la variable aléatoire X qui est égale a 1 si la boule tirée est verte et 0 sinon.
On a

2 3

PX=1)=- e P(X=0)=-
5 5
. . . 2 ... 2 6

X suit donc une loi de Bernoulli de paramétre p = 5 Ainsi, B(X) =p = R et V(X)=p(1-p) = %

2. Proposer une expérience simple avec cette urne qui ameéne a la création d’une variable Y binomiale de parameétres n =5
2
etp= = Donner E(Y) et V(Y).
On tire successivement 5 boules avec remise de 'urne. Soit Y la variable aléatoire égale au nombre de boules vertes
obtenues.

2 6
Y suit donc une loi binomiale de paramétres n = 5 et p = £ On sait alors que E(X) =np =2et V(X) = np(l—p) = £

3. On extrait une a une les boules de lurne (c’est-a-dire qu’on effectue un tirage successif et sans remise!). Soit Z la
variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premiére boule blanche tirée.
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(a) Quelles sont les valeurs prises par Z. Justifier briévement.

On peut avoir la premiére boule blanche au premier tirage et au maximum au troisiéme car il n’y a que deux boules
vertes. Ainsi, Z(Q) = {1, 2, 3}.

(b) Donner la loi de Z.

P(Z=1)= % On tire une boule blanche au premier tirage et il y a 3 boules blanches sur les 5 boules possibles.

2 3 3
P(Z=2)= EX1= 10 Au premier tirage, on a une boule verte (2 possibilités sur 5) et au deuxiéme, on a une
blanche (3 blanches mais il n’y a plus que 4 boules dans 'urne).

2 1 3 1
P(Z =3)=- x - x - = —. Cela revient a tirer les deux boules vertes.

57473 10
(¢) Calculer Uespérance de Z.

3
6 3 1 15 3
E(Z)fng(ka)flxE+2x1—0+3x1—0f1—0f§
(d) Caleuler la variance de Z
3

6 3 1 27 217 9 9
2y = 2 = = — —_— _—=— 1 1 = 2_ 2:7_7:7
onaE(Z)_kZ:lkP(Z_k)_loJrzLx10+9><10 o Ainsi, V(Z) = BE(2%) = (B(2)) =[5~ 1 = o5

Exercice 6 : probabilités conditionnelles

On dispose de deuz boites de bonbons A et B indiscernables. Dans A, il y a 10 sucettes au citron et 30 sucettes au coca. Dans
B, il y a 25 sucettes au citron et 15 sucettes au coca.
On choisit au hasard une boite puis une sucette dans cette boite.

1. Quelle est la probabilité pour que la sucette extraite soit au citron ? Vous détaillerez avec soin vos étapes avant de passer
a application numérique.
Notons A : « La sucette provient de la boite A », B : « La sucette provient de la boite B » et C : « La sucette est au
citron ». {A, B} forment une partition de I'univers. On cherche P(C).
Comme C = (CN A)U (C N B) et cette union est disjointe, on a

0 1 25 1 1 b 7
P(C)=P(CNA)+P(CNB)=P(C|A)P(A)+P(C|B)P(B) = 0 X §+E X 5= §+E =16
2. Sachant que Uon a extrait une sucette au citron, quelle est la probabilité qu’elle provienne de la boite A ?

On cherche P(A|C). On a

_P(ANC) _P(C|A)PA) 5 2
PAIO="pe =~ Py Tz 7

Exercice 7 : une démonstration

Voir Cours!

Exercice 8 : exercice original

1. Rappeler la formule du bindme de Newton.

Soient n € N et (a,b) € R2. On a (a+b)" = <Z

k=0

n

n

2. Grice a cette formule, expliquer pourquoi Z )S"k =4".
On applique la formule du binéme pour a =1 et b
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3. Le but est de redémontrer le formule ci-dessus par le dénombrement.

Considérons n cases. On veut colorier chaque case. Pour cela, on ne dispose que de 4 feutres de couleurs : un feutre

bleu, un feutre vert, un feutre rouge et un feutre jaune.

(a)

Proposer une facon de colorier ces n cases qui amene a : « il y a 4™ fagons de colorier les cases ». Vous prendrez
soin d’expliquer votre raisonnement proprement.

On colorie les n cases une par une. Pour la premiére case, il y a 4 couleurs possibles, pour la seconde aussi,....,pour
la n-iéme aussi. Au total, il y a donc 4 x 4 x ... x 4 = 4" facons de colorier les cases.
—_——

nfois

n
. . N N . n _ .
Proposer une autre facon de colorier ces n cases qui ameéne & : < il y a E (k) 3"* facons de colorier les cases »
. k=0
Vous prendrez soin d’expliquer votre raisonnement proprement.

Soit k € [0,n]. On prend le feutre vert et on choisit de colorier k cases en vert. Il y a (Z) fagons de choisir les &

cases. Une fois choisies, pour chacune de ces k cases, il n’ y a qu’une fagon de les colorier en vert. Une fois colorié les
k cases, il nous reste n — k a colorier en bleu, rouge ou jaune. Pour chacune d’entre elles, on a donc 3 possibilités.

Au total, il y a Z <Z> 3"~* facons de colorier les n cases.
k=0
En déduire le formule voulue.

On récupére ainsi la formule du 2..



