
❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝s

❈♦rr❡❝t✐♦♥ ▼✐❞t❡r♠ ❊①❛♠ ★✶

✭❱❡rs✐♦♥ ♣r♦❢s✮

❯♥❞❡r❣r❛❞✉❛t❡ ✶st ②❡❛r ❙✶★ ✕ ❊♣✐t❛

❙♦❧✉t✐♦♥ ✶ ✭❆❜str❛❝t t②♣❡s✿ ❱❡❝t♦r ✭❡rr♦rs ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥✮ ✕ ✻ ♣♦✐♥ts✮

✶✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s✿

• ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♣r♦❜❧❡♠ ✭❧❛❝❦ ♦❢ ❛①✐♦♠s✮ ✇✐t❤ ❛ ♠✐ss✐♥❣ ❛①✐♦♠ ❛♣♣❧②✐♥❣ ✐s✐♥✐t t♦ ✈❡❝t✳

• ❛ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♣r♦❜❧❡♠ ✭❛♠❜✐❣✉✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❛①✐♦♠s✮ ✇✐t❤ ✐ 6=❥ ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛①✐♦♠s ❛♣♣❧②✐♥❣
✐s✐♥✐t t♦ ♠♦❞✐❢②✳

❚❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ✈❡❝t♦r s❤♦✉❧❞ ❜❡✿

t②♣❡s

✈❡❝t♦r

✉s❡s

✐♥t❡❣❡r✱ ❡❧❡♠❡♥t✱ ❜♦♦❧❡❛♥

♦♣❡r❛t✐♦♥s

✈❡❝t ✿ ✐♥t❡❣❡r × ✐♥t❡❣❡r → ✈❡❝t♦r
♠♦❞✐❢② ✿ ✈❡❝t♦r × ✐♥t❡❣❡r × ❡❧❡♠❡♥t → ✈❡❝t♦r
♥t❤ ✿ ✈❡❝t♦r × ✐♥t❡❣❡r → ❡❧❡♠❡♥t
✐s✐♥✐t ✿ ✈❡❝t♦r × ✐♥t❡❣❡r → ❜♦♦❧❡❛♥
❧♦✇❡r❧✐♠✐t ✿ ✈❡❝t♦r → ✐♥t❡❣❡r
✉♣♣❡r❧✐♠✐t ✿ ✈❡❝t♦r → ✐♥t❡❣❡r

♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥s

♥t❤✭✈✱✐✮ ✐❢✲❛♥❞✲♦♥❧②✲✐❢ ❧♦✇❡r❧✐♠✐t✭✈✮ 6 ✐ 6 ✉♣♣❡r❧✐♠✐t✭✈✮ ✫ ✐s✐♥✐t✭✈✱✐✮❂✈r❛✐

❛①✐♦♠s

❧♦✇❡r❧✐♠✐t✭✈✮ 6 ✐ 6 ✉♣♣❡r❧✐♠✐t✭✈✮⇒ ♥t❤✭♠♦❞✐❢②✭✈✱✐✱❡✮✱✐✮ ❂ ❡
❧♦✇❡r❧✐♠✐t✭✈✮ 6 ✐ 6 ✉♣♣❡r❧✐♠✐t✭✈✮ ✫ ❧♦✇❡r❧✐♠✐t✭✈✮ 6 ❥ 6 ✉♣♣❡r❧✐♠✐t✭✈✮ ✫ ✐6=❥

⇒ ♥t❤✭♠♦❞✐❢②✭✈✱✐✱❡✮✱❥✮ ❂ ♥t❤✭✈✱❥✮
✐s✐♥✐t✭✈❡❝t✭✐✱❥✮✱❦✮❂❋❛✉①
❧♦✇❡r❧✐♠✐t✭✈✮ 6 ✐ 6 ✉♣♣❡r❧✐♠✐t✭✈✮⇒ ✐s✐♥✐t✭♠♦❞✐❢②✭✈✱✐✱❡✮✱✐✮❂✈r❛✐
❧♦✇❡r❧✐♠✐t✭✈✮ 6 ✐ 6 ✉♣♣❡r❧✐♠✐t✭✈✮ ✫ ❧♦✇❡r❧✐♠✐t✭✈✮ 6 ❥ 6 ✉♣♣❡r❧✐♠✐t✭✈✮ ✫ ✐6=❥

⇒ ✐s✐♥✐t✭♠♦❞✐❢②✭✈✱✐✱❡✮✱❥✮❂✐s✐♥✐t✭✈✱ ❥✮
❧♦✇❡r❧✐♠✐t✭✈❡❝t✭✐✱❥✮✮❂✐
❧♦✇❡r❧✐♠✐t✭✈✮ 6 ✐ 6 ✉♣♣❡r❧✐♠✐t✭✈✮⇒ ❧♦✇❡r❧✐♠✐t✭♠♦❞✐❢②✭✈✱✐✱❡✮✮❂❧♦✇❡r❧✐♠✐t✭✈✮
✉♣♣❡r❧✐♠✐t✭✈❡❝t✭✐✱❥✮✮❂❥
❧♦✇❡r❧✐♠✐t✭✈✮ 6 ✐ 6 ✉♣♣❡r❧✐♠✐t✭✈✮⇒ ✉♣♣❡r❧✐♠✐t✭♠♦❞✐❢②✭✈✱✐✱❡✮✮❂✉♣♣❡r❧✐♠✐t✭✈✮

✇✐t❤

✈❡❝t♦r ✈
✐♥t❡❣❡r ✐✱ ❥✱ ❦
❡❧❡♠❡♥t ❡

✷✳ ❊♥t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ✈❡❝t♦r

✶



❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝s
❈♦rr❡❝t✐♦♥ ▼✐❞t❡r♠ ❊①❛♠ ★✶ ✕ ✷✸ ❛✈r✐❧ ✷✵✶✾ ✲ ✶✸✿✸✵

❯♥❞❡r❣r❛❞✉❛t❡ ✶st ②❡❛r ❙✶★

❊♣✐t❛

✭❛✮ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■t ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r✳ ■ts
❧✐♠✐ts ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡❝✐s❡❞ ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✳

✭❜✮ ❚❤❡ ❛①✐♦♠s ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❛①✐♦♠s

❧♦✇❡r❧✐♠✐t✭✈✮ 6 ✐ 6 ✉♣♣❡r❧✐♠✐t✭✈✮⇒ ✐s✐♥✐t✭r❡✐♥✐t✐❛❧✐③❡✭✈✱✐✮✱✐✮❂❢❛✉①
❧♦✇❡r❧✐♠✐t✭✈✮ 6 ✐ 6 ✉♣♣❡r❧✐♠✐t✭✈✮ ✫ ❧♦✇❡r❧✐♠✐t✭✈✮ 6 ❥ 6 ✉♣♣❡r❧✐♠✐t✭✈✮ ✫ ✐6=❥

⇒ ✐s✐♥✐t✭r❡✐♥✐t✐❛❧✐③❡✭✈✱✐✮✱❥✮ ❂ ✐s✐♥✐t✭✈✱❥✮
❧♦✇❡r❧✐♠✐t✭✈✮ 6 ✐ 6 ✉♣♣❡r❧✐♠✐t✭✈✮ ✫ ❧♦✇❡r❧✐♠✐t✭✈✮ 6 ❥ 6 ✉♣♣❡r❧✐♠✐t✭✈✮ ✫ ✐6=❥

⇒ ♥t❤✭r❡✐♥✐t✐❛❧✐③❡✭✈✱✐✮✱❥✮ ❂ ♥t❤✭✈✱❥✮
❧♦✇❡r❧✐♠✐t✭r❡✐♥✐t✐❛❧✐③❡✭✈✱✐✮✮❂❧♦✇❡r❧✐♠✐t✭✈✮
✉♣♣❡r❧✐♠✐t✭r❡✐♥✐t✐❛❧✐③❡✭✈✱✐✮✮❂✉♣♣❡r❧✐♠✐t✭✈✮

✇✐t❤

✈❡❝t♦r v

✐♥t❡❣❡r i, j

❙♦❧✉t✐♦♥ ✷ ✭■♥s❡rt✐♦♥ ❙♦rt ✕ ✼ ♣♦✐♥ts✮

✶✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✿
❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥s❡rt x l comp ❛❞❞s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t x ❛t ✐ts ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐st l s♦rt❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ comp✳

♯ ❧❡t r❡❝ ✐♥s❡rt ① ❧✐st ❝♦♠♣ ❂

♠❛t❝❤ ❧✐st ✇✐t❤

⑤ ❬❪ ✲❃ ①✿✿❬❪

⑤ ❡✿✿❧ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣ ① ❡ ✲❃ ①✿✿❡✿✿❧

⑤ ❡✿✿❧ ✲❃ ❡ ✿✿ ✐♥s❡rt ① ❧ ❝♦♠♣ ❀❀

✈❛❧ ✐♥s❡rt ✿ ✬❛ ✲❃ ✬❛ ❧✐st ✲❃ ✭✬❛ ✲❃ ✬❛ ✲❃ ❜♦♦❧✮ ✲❃ ✬❛ ❧✐st ❂ ❁❢✉♥❃

✷✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✿
❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥s❡rt✐♦♥❴s♦rt comp list s♦rts t❤❡ ❧✐st list ✐♥ ♦r❞❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
comp✳

♯ ❧❡t r❡❝ ✐♥s❡rt✐♦♥❴s♦rt ❝♦♠♣ ❂ ❢✉♥❝t✐♦♥

❬❪ ✲❃ ❬❪

⑤ ❡✿✿❧ ✲❃ ✐♥s❡rt ❡ ✭✐♥s❡rt✐♦♥❴s♦rt ❝♦♠♣ ❧✮ ❝♦♠♣ ❀❀

✈❛❧ ✐♥s❡rt✐♦♥❴s♦rt ✿ ✭✬❛ ✲❃ ✬❛ ✲❃ ❜♦♦❧✮ ✲❃ ✬❛ ❧✐st ✲❃ ✬❛ ❧✐st ❂ ❁❢✉♥❃

❚❛✐❧✲r❡❝✉rs✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥✿

♯ ❧❡t ✐♥s❡rt✐♦♥❴s♦rt❴t❡r♠ ❝♦♠♣ ❧ ❂

❧❡t r❡❝ s♦rt ❛❝❝✉ ❂ ❢✉♥❝t✐♦♥

❬❪ ✲❃ ❛❝❝✉

⑤ ❡✿✿❧ ✲❃ s♦rt ✭✐♥s❡rt ❡ ❛❝❝✉ ❝♦♠♣✮ ❧

✐♥

s♦rt ❬❪ ❧ ❀❀

✈❛❧ ✐♥s❡rt✐♦♥❴s♦rt❴t❡r♠ ✿ ✭✬❛ ✲❃ ✬❛ ✲❃ ❜♦♦❧✮ ✲❃ ✬❛ ❧✐st ✲❃ ✬❛ ❧✐st ❂ ❁❢✉♥❃

❙♦❧✉t✐♦♥ ✸ ✭❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✕ ✺ ♣♦✐♥ts✮

❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✿
❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝ ❦ ❧✐st r❡t✉r♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❦❡② ❦ ✐♥ ❧✐st✿ ❛ ❧✐st ♦❢ ❝♦✉♣❧❡s
✭key✱ value✮ ✭✇✐t❤ key > 0✮ s♦rt❡❞ ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❦❡②s✳ ■t r❛✐s❡s ❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥
✐❢ ❦ ✐s ♥♦t ❛ ✈❛❧✐❞ ❦❡② ♦r ✐❢ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥② ❝♦✉♣❧❡✳

✷



❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝s
❈♦rr❡❝t✐♦♥ ▼✐❞t❡r♠ ❊①❛♠ ★✶ ✕ ✷✸ ❛✈r✐❧ ✷✵✶✾ ✲ ✶✸✿✸✵

❯♥❞❡r❣r❛❞✉❛t❡ ✶st ②❡❛r ❙✶★

❊♣✐t❛

♯ ❧❡t r❡❝ ❛ss♦❝ ❦ ❧✐st ❂

✐❢ ❦ ❁❂ ✵ t❤❡♥

✐♥✈❛❧✐❞❴❛r❣ ✧❦ ♥♦t ❛ ♥❛t✉r❛❧✧

❡❧s❡

❧❡t r❡❝ s❡❛r❝❤ ❂ ❢✉♥❝t✐♦♥

❬❪ ✲❃ ❢❛✐❧✇✐t❤ ✧♥♦t ❢♦✉♥❞✧

⑤ ✭❦❡②✱ ✈❛❧✉❡✮✿✿❧ ✲❃ ✐❢ ❦❡② ❂ ❦ t❤❡♥

✈❛❧✉❡

❡❧s❡

✐❢ ❦ ❁ ❦❡② t❤❡♥

❢❛✐❧✇✐t❤ ✧♥♦t ❢♦✉♥❞✧

❡❧s❡

s❡❛r❝❤ ❧

✐♥

s❡❛r❝❤ ❧✐st ❀❀

✈❛❧ ❛ss♦❝ ✿ ✐♥t ✲❃ ✭✐♥t ✯ ✬❛✮ ❧✐st ✲❃ ✬❛ ❂ ❁❢✉♥❃

❙♦❧✉t✐♦♥ ✹ ✭▼②st❡r② ✕ ✷ ♣♦✐♥ts✮

✶✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✿
●✐✈❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❤r❛s❡s✳

♯ ❧❡t ♠②st❡r② ❂ ❢✉♥❝t✐♦♥

❬❪ ✲❃ ❢❛✐❧✇✐t❤ ✧✳✳✳✧

⑤❡✿✿❢✿✿❧ ✲❃ ✭❧❡t r❡❝ ❛✉①❴♠②st❡r② ♠✶ ♠✷ ❂ ❢✉♥❝t✐♦♥

❬❪ ✲❃ ♠✷

⑤❡✿✿❧ ✲❃ ✐❢ ❡ ❁ ♠✶ t❤❡♥ ❛✉①❴♠②st❡r② ❡ ♠✶ ❧

❡❧s❡ ✐❢ ❡ ❁ ♠✷ t❤❡♥ ❛✉①❴♠②st❡r② ♠✶ ❡ ❧

❡❧s❡ ❛✉①❴♠②st❡r② ♠✶ ♠✷ ❧

✐♥ ✐❢ ❡ ❁ ❢ t❤❡♥ ❛✉①❴♠②st❡r② ❡ ❢ ❧ ❡❧s❡ ❛✉①❴♠②st❡r② ❢ ❡ ❧✮❀❀

✈❛❧ ♠②st❡r② ✿ ✭✬❛ ❧✐st✮ ✲❃ ✬❛ ❂ ❁❢✉♥❃

♠②st❡r② ❬✶❀✸❀✹❀✷❪❀❀

✲ ✿ ✐♥t ❂ ✷

♠②st❡r② ❬✸✳✺❀✽✳✷❀✾✳✺❀✹✳✵❪❀❀

✲ ✿ ❢❧♦❛t ❂ ✹✳✵

♠②st❡r② ❬✬❛✬❪❀❀

❯♥❡ ❡rr❡✉r ✭❊①❝❡♣t✐♦♥ ✿ ♠❛t❝❤❴❢❛✐❧✉r❡✮

✷✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✿
❲❤❛t ✐s t❤❡ r❡t✉r♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♠②st❡r② ❄

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠②st❡r② r❡t✉r♥s t❤❡ s❡❝♦♥❞ s♠❛❧❧❡st ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧✐st ✐❢ ✐t ❡①✐sts

✸


