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Correction S1 B2 ASI

Exercice 1 : intégrales

une primitive de f.

1. Remplir le tableau ci-dessous (sans se soucier du domaine de définition des fonctions). f désigne la fonction et F est

evVe x°
flx)= | In(2) 2t + 22 7z sin(x) 1 + tan?(x) s Vv 1
2 21’%
F(z)=| zn(2) = + 22 2eV® —cos(x) tan(x) —= 3 —In(2® +1)
T
1
2. Via une intégration par parties dont vous énoncerez la formule générale, calculer J = / (3 4 1)e** du
0

Ji

- /0 1 u(z)v' (z) da

On pose u(z) = 3z + 1 et v'(x) = €2* de sorte que u'(z) = 3 et v(z) = - On a

2
a1
_ 9213 e _262_1_£ 3_5e?+1
2 202, 2 4 4 4
In(v/3) 1
3. Calculer K z/
0

P dt en posant x = et.

1
r = et <=t =1In(x). Ainsi, dt = —dz. De plus, si t = In(v/3), z = em(V3) = \Betsit =0,z =e" = 1. Ainsi,
x
V3
1
K:/ i
1zt

V3

1 N
X~ dz = /1 1522 dz = [arctan(x)]
Exercice 2 : suites adjacentes

T_T_ T
73 4 12

n
1
Soient (uy,) et (v,) deux suites définies pour tout entier naturel n > 2 par : u, = E il et v, = Uy +
! n
k=0

n!
1. Apres avoir rappelé la définition, montrer que les suites (un) et (vy,) sont adjacentes.

(un) et (v,) sont adjacentes si (u,,) est croissante, (v,) est décroissante et lim v, — u, = 0.
n—
® Uptl — Up =

> 0. Ainsi t ; te.
(n+1)! ~ insi, (uy) est croissante
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® Uptl —Up = Uptlt+ —Un — —

(n+1)!

1 n 1 1
m+1)! (n+1)! nl

2 1 2 n+1

n+1)! nl 4+ aln+1)

2—-n—-1_1-n
(n+1)!  (n+1)!
Comme n > 2, v,41 — v, < 0. Ainsi, (v,) est décroissante.

e lim v,—u,= lim — =0.
n—-+00 n—+4oo n!
On a bien montré que les deux suites sont adjacentes.
2. La suite (uy,) est-elle convergente ? Justifiez votre réponse.
Etant donné que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes, on sait qu’elles convergent (en plus vers une méme limite ¢).
Dong, la suite (u,) converge.

3. La suite (uy,) est-elle majorée ¢ Justifier.

Toute suite convergente est bornée, donc (u,,) est bornée. Elle est donc majorée.

Exercice 3 : comparaison de suites

Comparer en oo les suites (uy) et (vyn) suivantes & laide des comparateurs de Landau ~, = o(-), = O(-) en citant toutes les
comparaisons possibles et en justifiant vos réponses.

1. up =1—2n% et v, = —2n% +n — 3.

U —2n? (=5t +1) —gir 41

P 1 3y 1 3
v =2 (l=gi4gm) 15+ a0

U u
On en déduit que lim — = 1. Donc, u,, ~ v,. Comme la suite (n) converge, elle est bornée. On a alors également :
n—+0o0o Up n
Up, = O(vp).

2. u, =e? —\/netv, =n+1.

6211(1—@) 2n 1_ﬁ

e2n

ul _ _ € % e2n
B 1+ 14+ 1
Un n + - n =+ -
2n
. , . . n . \/ﬁ . . Un, N . Un
Par croissance comparée, lim — = +oo, lim —. =0et lim . =0. Ainsi, lim — =+ocd’ou lim — =
n—+o0o N n—-+oo <" n—+oo 4N n—+4o00 Uy, n—+400 Uy,

. (% .
0. Par conséquent, v, = o(uy,). Comme la suite (n) converge, elle est bornée. On a aussi v, = O(up).
Un,

un _ (4", L
v, \b 5n

4 " n
Comme —1 < z <letb5>1, lim (5> =0et lim 5" =+o0, lim U _ 0. Par conséquent, u = o(v, ). Comme

n—-+oo n—-+oo n—-+oo Un

3. up =4"+1et v, =5

u
la suite <n> converge, elle est bornée. On a aussi u, = O(vy,).
Un,

Exercice 4 : cours

1. Enoncer rigoureusement le théoréme des gendarmes.

2. Démontrer le théoréeme des gendarmes.

Voir le pdf des démonstrations...
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Exercice 5 : Etude d’une suite
Un,
Up + 8

N.B. : les questions 1. et 2. sont indépendantes...

Soit (u,) définie par ug =1 et Vn €N, upyq =

1. (a) Montrer (par récurrence) que pour tout n € N, u,, > 0.
e ug = 1 > 0 donc la propriété est vraie au rang 0.

e Supposons la propriété vraie & un rang n. On a u, > 0.
U

Comme t,41 = T«TLS’ on a ainsi, u,4+1 > 0. La propriété est donc vraie au rang n + 1.
n

e En conclusion, Vn € N, u,, >0

(b) Supposons que la suite (u,) converge vers un réel £. Quelles sont les valeurs possibles de £ ¢

L
Soit f:xr— % f est continue sur R™*. On sait alors que £ = f(£). Cela donne ¢ = 7538 ce qui équivaut a
x

0?2 4+ 8¢ = { c’est-a-dire £(£ + 7) = 0. Donc, si la suite converge, elle converge vers 0 ou —7.

(c) Etudier la monotonie de la suite (u,).

- n+8 247 7
On a Upt1 — Uy = U~ tn (U + ):_un—|— Un :_un(un—k ) <OcarVne€eN,u, >0.
Uy + 8 Up + 8 Up + 8

Le suite (u,,) est donc décroissante.

(d) La suite (uy,) est-elle convergente ¢ Si oui, préciser sa limite.

La suite (u,) est décroissante et minorée par 0 donc elle converge. Notons £ sa limite. On sait que £ = 0 ou —7. Or
Vn €N, u, > 0. En faisant tendre n vers 400, on en déduit que ¢ > 0. Donc ¢ = 0.
7

2. Soit la suite (vy,) définie pour tout n € N par v, =1+ —.
Un,

(a) Montrer que la suite (v,) est géométrique de raison 8. En déduire l’expression de v, en fonction de n.

7 7(un + 8 56 56 7
soitneN.onavn+1:1+7:1+M:1+7+u—:8+ —8(1+>—8vn.

Un+1 Up, n Up, Un,
Ainsi, la suite (v,) est géométrique de raison 8. D’ott, pour tout entier naturel n, v, = vy x 8" = 8 x 8" = g1,

n déduire Uexpression de u,, en fonction de n.
b) En déduire I’ jon d tion d
T 7
v, —1 8l 17
(¢) En utilisant la question précédente, retrouvez vous le résultat obtenu dans la question 1.(d) ?

Onau, =

Comme 8 > 1, lim 8""' = too. Donc lim wu, = 0. On retrouve bien le résultat de la question 1.(d).
n—-+oo n—-+o0o

Exercice 6 : suites extraites
n—1
Soit (uy,) définie pour tout n € N* par u,, = — Z(—l)k.
" =0
1. Trouver les expressions de ug, et us,4+1 en fonction de n.
1 1-(-1)» 1-—(=-1)»
Pour tout n € N*, u,, = — 1 _((_1)) = 2(n )
21
dn+2 2n+1°
2. La suite (u,) est-elle convergente ¢ Si oui, donner sa limite.

(somme des termes d’une suite géométrique de raison —1).

Ainsi, U2p = 0et U2n+1 =

Comme lim wug, = lim wug,11 = 0, les deux suites extraites (ug,) et (ug,41) convergent vers la méme limite 0.
n—-4oo n—-4oo

Donc la suite (u,) converge vers 0.



